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Podsumowanie

Trzecia edycja 05¢icZa odbyta sie w dniach 13-15 maja 2016 na
Wydziale Matematyki i Informatyki UAM. Wzigto w niej udziat
okolo 120 0s6b z catej Polski. Organizatorem konferencji byto Ko-
to Naukowe Matematykow UAM oraz Kolo Matematyki i Infor-
matyki Stosowanej UAM. Konferencje rozpoczynal wyktad dra
Bartltomieja Bzdegi pt. , Twierdzenia o straZakach” oraz wyktad
prof. UAM dra hab. Kaziemierza Swirydowicza pt. ,,O logikach
nieklasycznych”. W ciagu trzech dni uczestnicy mieli mozliwo$é
wystuchania ponad 50 referatéw z najrézniejszych dziedzin mate-
matyki, a takze wzigcia udziatu w sesji plakatowej. W konkursach
na najlepszy referat i plakat zwyciezyli:

Najlepsze referaty:

e [ miejsce — ,, Najlepszy trik karciany na swiecie - rzecz o po-
tedze permutacji” - Kamil Szymon Jadeszko (Politechnika
Bialostocka),

e II miejsce — , Big Data a Analiza Danych Funkcjonalnych”
- Maria Skupient (Politechnika Krakowska),

o III miejsce — ,,Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie”
- Maciej Biesek (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza).

Najlepsze plakaty:

e [ miejsce — ,Zbiory Gerszgorina i Brauera danej macierzy”
- Alicja Wrébel,

e II miejsce — ,,Grupy warkoczy” - Agnieszka Stelmaszyk,
Tomasz Smierzchalski,

e III miejsce — ,Tam, gdzie matematyka, sztuka i magia lg-
czq swoje silty czyli zaskakujgce fakty o origami” - Barbara
Ciesielska, Agnieszka Kowalczyk.



Zwyciezcy konkursu referatéw oraz plakatéw

Podczas tej edycji 05icZa po raz pierwszy odbyla sie rowniez
sesja dedykowana dla licealistow. Mogli oni wystuchaé referatéw
dotyczacych miedzy innymi opisu piekna za pomoca matematy-
ki, teorii warkoczy oraz sztuczek karcianych. W sesji tej wzieto
udzial okoto 20 licealistow oraz nauczycieli z poznanskich szkél,
m.in. z Liceum Ogdlnoksztalcacego $w. Marii Magdaleny w Po-
znaniu, VII oraz VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Organizatorzy

W przygotowanie konferencji zaangazowane byly w szczegdlnosci
nastepujace osoby:

e organizatorzy konferencji:

Katarzyna Donaj, Katarzyna Taczala, Aleksandra Kaim,
Eliza Jackowska, Tomasz Dwojak, Andrzej Kokosza,
Pawel Placzek, Karolina Rogusz, Zofia Nowacka,



Mieczystaw Krawiarz, Jedrzej Garnek, Kamil Sikorski,
Rafal Bystrzycki, Agnieszka Stelmaszyk.

Organizatorzy konferencji 88¢ucZe 2016

e pomocnicy:

Gabriela Palka, Ewelina Bukowska, Viktoriya
Olechnowicz, Konrad Zierko, Joanna Kowalska, Justyna
Tabor,

e Aleksandra Luberecka, ktéra udokumentowala konferencje
zdjeciami,

e Magdalena Kuchta, ktéra wykonala dla nas plakat.






O kotach naukowych

Kotlo Naukowe Matematykéw UAM

Koto Naukowe Matematykéw UAM dziata na Wydziale Matema-
tyki i Informatyki od 1993 r. Celem dzialania Kola jest przede
wszystkim poszerzanie wiedzy matematycznej poza zakres ma-
terialu obowiazujacego na studiach. Czlonkowie Kota przygoto-
wuja referaty i odczyty na tematy, ktoére ich interesuja oraz pre-
zentuja je pozostalym cztonkom. Od czasu do czasu rozwiazuja
tez ciekawe zadania, przygotowujac sie do konkurséw matema-
tycznych. Oprocz tego, Kolo Naukowe Matematykéw organizu-
je wyklady popularyzatorskie dla studentéw prowadzone przez
pracownikéow naukowych Uniwersytetu. Czlonkowie Kota stuza
takze pomoca innym studentom w zrozumieniu i przyswajaniu
wiadomodci ze studiéw.

Koto Naukowe Matematyki i Informatyki Sto-
sowanej UAM

Kolo Naukowe Matematyki i Informatyki Stosowanej powstato
w 2014 roku z inicjatywy studentéw Wydzialu Matematyki i In-
formatyki. To grupa ludzi, ktérych polaczyla wspodlna pasja i
cheé robienia czegos wiecej. Wiecej niz tylko uczenia sie suchej
teorii dla zdania egzaminu. JesteSmy studentami, ktérzy poszu-
kuja zastosowan informatyki i wyzszej matematyki w realnych
problemach. Pasjonuje nas sposéb w jaki matematyka osadzona
jest w rzeczywistosci, a informatyka rozwiazuje jej trudne pro-
blemy. Naszym celem jest stworzenie mlodego i dynamicznego
srodowiska naukowego, w ktorym bedziemy rozwija¢ matema-
tyczne zainteresowania korzystajac z wiedzy naszych kolegow,
pracownikéw naukowych wydzialu oraz instytucji dzialajacych
na rynku. W naszych planach jest nawigzanie kontaktu z firma-
mi oraz kotami studenckimi, poniewaz wierzymy ze zdobyta w
okresie studiéw wiedza pozwoli nam na znalezienie ciekawej i
satysfakcjonujacej pracy po studiach.



Historia 03/(.cZa

Pomyst zorganizowania 63¢icZa narodzit si¢ w 2013 roku pod-
czas jednej z wroctawskich konferencji dla studentéw. Studen-
ci poznanskich uczelni — Dominika Kubijk, Katarzyna Taczata
(studentki UAM) oraz Pawel Rogalski (6wczesnie student Poli-
techniki Poznaniskiej) — stwierdzili, ze podobna inicjatywa przy-
dalaby sie réwniez w naszym mieScie.

Logo konferencji — §80icZe — miato kojarzyé sie z matematy-
ka zaréwno dostownie, jak i wizualnie, a ponadto przypominaé
o roznych obliczach matematyki. Konferencja z zalozenia miala
by¢ organizowana przez studentow i dla studentéw, a takze nie
mie¢ ograniczen tematycznych. W realizacje pomystu szybko za-
angazowaly sie rowniez inne osoby. Pierwsza konferencja 050icZe
zostala zorganizowana w dniach 9-11.05.2014 roku na Wydziale
Matematyki i Informatyki pod szyldem UAM oraz Politechniki
Poznanskiej. Wzieto w niej udzial okoto 30 oséb.

W kolejnej edycji (ktéra odbyla sie w dniach 8-10.05.2015)
uczestniczylo juz znacznie wigcej oséb, bo az 80. W dwdch pierw-
szych edycjach uczestnicy mieli mozliwo$¢ wystuchania referatéw
na tak odlegle tematy, jak np.:

e zwiazki teorii graféw losowych z sieciami spolecznosciowy-
mi

)
e zastosowania teorii gier w polityce,
e fizyczne motywacje pojecia rozmaitosci rézniczkowe;j,

e matematyczne podstawy gry w Monopoly.



Sponsorzy i partnerzy

Za wsparcie konferencji dziekujemy w pierwszej kolejnosci:

e wladzom Wydzialu Matematyki i Informatyki UAM,
ktore wsparty konferencje finansowo oraz udostepnily bu-
dynek wydzialu na czas konferencji.

e Poznanskiej Fundacji Matematycznej, ktora umozli-
wila zorganizowanie sesji licealnej, wydanie niniejszej pu-
blikacji oraz pomogta w ufundowaniu nagrod dla referen-
tow. Otrzymane wsparcie pochodzilo z projektu Potega
matematyki realizowanego dzieki srodkom finansowym
otrzymanym od Miasta Poznan.

e fundacji Science To Business, ktéra pomagala nam w
technicznej obstudze przedsiewzigcia.

Podczas konferencji wykorzystaliémy réwniez $rodki zdobyte w
konkursie inicjatyw studenckich ,,Kowadlo”, organizowanym przez
Samorzad Studencki UAM.

Nagrody dla referentéow i autoréw plakatéw zostaly ufundo-
wane przez firme Wolfram, Polskie Towarzystwo Matema-
tyczne, European Mathematical Society oraz Poznanska
Fundacje Matematyczna. Miasto Poznan ufundowalo pu-
chary dla autoréw najlepszego referatu oraz plakatu.
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Obiekty de Bruijna odporne na
przewracanie

Maciej Biesek
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

Obiekty de Bruijna sa ciekawym zagadnieniem kombinato-
rycznym, a — jak twierdza badacze — na ich Slad mozna natrafi¢
nawet w zrédlach $redniowiecznych. Celem niniejszego referatu
jest zaprezentowanie Czytelnikowi szczegdlnego rodzaju obiek-
téw de Bruijna — obiektéw odpornych na przewracanie, sposobu
ich tworzenia oraz unikatowych zastosowan. Zanim jednak to
nastapi, wymagane jest wprowadzenie podstawowych informa-
cji o klasycznych obiektach de Bruijna, poczawszy od graféw,
poprzez ciagi, a na macierzach konczac. Oprécz formalnych de-
finicji przedstawie réwniez sposoby generowania tych obiektow,
ich wlasnosci oraz praktyczne zastosowania.

1.1 Obiekty de Bruijna

1.1.1 Graf de Bruijna

Pierwszym obiektem, ktéry poznamy bedzie graf de Bruijna. Za-
nim jednak to nastapi, konieczne jest zrozumienie, czym jest graf
skierowany.

Definicja 1.1. Grafem skierowanym (digrafem) D nazy-

wamy pare D = (V| E), gdzie V jest niepustym zbiorem wierz-
chotkéw grafu, a E pewnym zbiorem uporzadkowanych par tych
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Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie

wierzchotkéw, nazywanym zbiorem krawedzi skierowanych (lub
zbiorem tukéw) grafu D.

Przyktad takiego grafu widzimy na rysunku

Rysunek 1.1: Graf skierowany

Definicja 1.2. Grafem de Bruijna o danych parametrach
n oraz k nazywamy skierowany graf etykietowany Gg = (V, E).
Wierzcholki odpowiadaja wszystkim stowom dlugosci n — 1 nad
alfabetem mocy k. Krawedz pomiedzy dwoma dowolnymi wierz-
chotkami u, v € V istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ostatnie n — 2
znakow stowa u zgadza si¢ z pierwszymi n — 2 znakami stowa v.
Wowczas krawedz ta zostaje oetykietowana ostatnim znakiem v.

Definicja nie jest banalna, wigc aby lepiej ja zrozumieé, spéjrz-
my na rysunki [I.2] oraz [I.3] Po lewej stronie znajduje si¢ graf de
Bruijna, dla n = 3 oraz k = 2. Wszystkie stowa dlugosci n — 1
(czyli w tym przypadku dlugosci 2) nad alfabetem mocy 2 to:
00, 01, 10 i 10. To wlasnie one beda wierzchotkami tego grafu.
Wedtug definicji, krawedZ pomiedzy dwoma wierzchotkami ist-
nieje wtedy, gdy ostatnie n — 2 (w tym przypadku jeden ostatni)
znaki stowa pierwszego sg takie same jak pierwsze n — 2 stowa
drugiego. Etykietujemy ja woéwczas ostatnim znakiem drugiego
wierzchotka. Wracajac do naszego przyktadu, wybieramy dowol-
ny wierzchotek, niech to bedzie 10. Teraz prowadzimy krawedz
z etykieta 0 do wierzchotka 00 (poniewaz ostatni znak 10 jest
taki sam, jak pierwszy 00) oraz krawedZ z etykieta 1 do wierz-
chotka 01. Powtarzajac ten krok dla pozostalych wierzchotkéw,
otrzymamy graf pokazany na rysunku Analogiczna analize
rysunku pozostawiam Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.
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Maciej Biesek

Rysunek 1.2: Rysunek 1.3:
Gpdlan=3,k=2 Gpdlan=4,k=2

W dalszej czedci potrzebna bedzie nam nastepujaca wtasnosé:
kazdy graf de Bruijna posiada obchéd Eulera, to znaczy zamknie-
ty spacer zawierajacy kazda krawedz dokladnie jeden raz.

1.1.2 Ciag de Bruijna

Definicja 1.3. Ciaggiem de Bruijna rzedu n nad alfabetem
mocy k nazywamy cykliczny ciag dlugosci k™, w ktérym kazdy
podciag dlugosci n wystepuje doktadnie raz. Oznaczamy go jako
B(k,n).

Zobaczmy to na przykladzie. Wszystkie mozliwe podciagi
dlugosci 2 nad alfabetem ¥ = {0,1} to: 00, 01, 10 i 11. Jak
tatwo zauwazy¢ na Rysunku kazdy z nich wystepuje w cia-
gu B(2,2) dokladnie raz. Analogicznie dla ciagu B(2,3), ktory
jest postaci 01000111 — wszystkie podciagi dlugosci 3 nad alfa-
betem 3 to: 010, 100, 000, 001, 011, 111, 110, 101. Kazdy z nich
wystepuje w tym ciggu dokladnie jeden raz.

15



Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie

Alphabet: {0, 1}
Subsequence length: 2

Subsequences:

{0, 0} {1, 0}
—{0, 1}—‘ r(l 1}

De Bruun sequence
S E—— | p———

{0,0,1, 1}

Rysunek 1.4: B(2,2)

Oba poznane do tej pory obiekty sa ze sobg Scisle powia-
zane: istnieje bijektywna odpowiednio$¢ miedzy ciagami etykiet
na obchodach Eulera w grafie de Bruijna, a ciagami de Bruijna.
Dzieki temu, majac graf, mozemy w latwy sposéb wyznaczy¢
ciag de Bruijna: wystarczy w grafie znalez¢ obchéd Eulera (np.
za pomoca algorytmu Fleury’ego), zapisujac etykiety kolejno od-
wiedzanych krawedzi. Ciag etykiet jest ciagiem de Bruijna, ktéry
chcieliSmy znalezé.

1.1.3 Macierz de Bruijna

Macierze de Bruijna sg uogdlnieniem ciagéw de Bruijna na dwa
wymiary.

Definicja 1.4. Macierza de Bruijna (Mpg(r,v;n,m)q) na-
zywamy macierz wymiaru r x v nad alfabetem mocy d, w ktorej
kazde okno rozmiaru n x m wystepuje dokladnie raz.

Oknem nazywamy podmacierz, ktéra powstaje przez wybra-
nie sasiadujacych ze soba elementéw macierzy.

16



Maciej Biesek

Macierz de Bruijna Mpp(4,4;2,2)2 z oknem o wymiarach
2 x 2 wyglada nastepujaco:

i =
kel Ren )l Nan]
— O =

o|lo|o|+-

Kolorami zaznaczono przykladowe okna tej macierzy. Nie sa to
oczywiscie jedyne mozliwosci wyboru takich podmacierzy. Jak
podaje definicja, zadne z okien rozmiaru 2 x 2 nie wystepuje
w tej macierzy wiecej niz raz.

1.1.4 Zastosowania

Obiekty de Bruijna znalazly zastosowanie w wielu réznych dzie-
dzinach zycia.

Grafy de Bruijna z latwoécia moga zosta¢ wykorzystane do
generowania sléw dowolnej dtugosci nad alfabetem ustalonej mo-
cy. Wiaze si¢ z tym kolejne ich zastosowanie, a mianowicie se-
kwencjonowanie (czyli odczytywanie kolejnosci par nukleotydo-
wych w czasteczce) taficuchéw DNA.

Ciagi de Bruijna znalazly z kolei zastosowanie w kryptografii.
Uzyteczna jest tu szczegolnie jedna, istotna wlasnosé tych ciagéw
— zaden podciag nie wystepuje w nim wigcej niz raz. Dzigki temu,
kazdy k-elementowy podciag moze odpowiada¢ innemu znakowi
zakodowanej wiadomosci.

Oprécz powyzszych zastosowan, obiekty de Bruijna, ze wzgle-
du na swoje wyjatkowe wlasnosci, sg rowniez przedmiotem wielu
badan teoretycznych.

1.2 Obiekty de Bruijna odporne na prze-
wracanie

Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie sa szczegdlna od-
miana obiektow de Bruijna.

17



Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie

1.2.1 Macierz de Bruijna odporna na przewra-
canie

Motywacja do badan nad tymi obiektami jest problem okresla-
nia lokalizacji na kartce papieru przez dtugopis cyfrowy. Jak ta-
ki dlugopis dziata? Ponizej znajduje sie schematyczny rysunek,
przedstawiajacy jego budowe.

Blietooth

Transcener

Rysunek 1.5: Budowa dlugopisu cyfrowego

Urzadzenie sklada sie z baterii, nadajnika bluetooth, pamieci
RAM, procesora, wkladu oraz kamery. To wlasnie kamera ma
niebagatelne znaczenie w trakcie korzystania z dlugopisu — pod-
czas pisania po uprzednio zakropkowanym papierze sczytuje ma-
ly obszar arkusza i na tej podstawie urzadzenie jest w stanie po-
prawnie sie na nim zlokalizowaé¢. Kropka moze zajmowaé jedna
z czterech pozycji — powyzej linii, ponizej, na lewo od niej lub
tez na prawo. Rozkladowi kropek mozemy przyjrzec si¢ blizej na
rysunku [I.6] Fragment zakropkowanego arkusza papieru zostal
przedstawiony na ilustracji

18
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/o o|l® o o

LA I I

Right 3

eft i Dowrl

Rysunek 1.6: Rozklad kropek na papierze cyfrowym

Rysunek 1.7: Papier cyfrowy (digital paper), wykorzystywany
przez Anoto

Dlugopis cyfrowy podczas pisania po takim wlasnie arkuszu
sczytuje jego mniejszy fragment. Jednak aby korzystanie z urza-
dzenia mialo sens, kamera musi by¢ niewrazliwa na kat trzyma-
nia dlugopisu i potozenie kartki. Chcemy bowiem, aby po obrocie
kartki (lub dlugopisu) urzadzenie nadal potrafilo poprawnie si¢

na niej zlokalizowac.
Uktad kropek na danym arkuszu mozemy zapisa¢ jako ma-
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Obiekty de Bruijna odporne na przewracanie

cierz. W tym celu przyjmujemy nastepujace oznaczenia: kropke
sw gére” kodujemy jako 0, kropke ,w prawo” jako 1, kropke
sw dét” jako 2 oraz kropke ,w lewo” jako 3. Jak sie okazuje,
gdyby$my w ten spos6b zakodowali kropki z Rysunku [L.7] otrzy-
mana macierz bylaby fragmentem macierzy de Bruijna odpornej
na przewracanie z oknem wymiaru 6 x 6.

Czym jest jednak ten przewrdt?

Definicja 1.5. Relacja przewrdcenia (przewrotem) macie-
rzy nazywamy zlozenie relacji obrotu macierzy z relacja przesu-
niecia wartoéci jej elementéw.

Oznacza to, ze podczas jednokrotnego przewracania macie-
rzy dokonujemy przemieszczania jej elementéow o kat 90 stopni,
przy jednoczesnej zmianie ich wartosci, zgodnie z wczedniej zde-
finiowana funkcja przesuniecia.

Niech alfabet bedzie postaci ¥ = {0, 1,2, 3}, a funkcja prze-
suniecia f : X — X bedzie zdefiniowana w nastepujacy sposéb:

f(x)=(x+1) mod4,dlax € {0,1,2,3}.

1
Woéwezas przewrotem macierzy A = [(2) 3} jest macierz:

« 3 1
A = [0 2] |

PrzesledZmy ten przyklad. Element 0 zajmuje pozycje A(1,1),
w wyniku relacji przewrotu bedzie mial wartosé f(0) = 1 i znaj-
dzie si¢ na pozycji A(1,2). Podobnie bedzie z elementem 1, po-
czatkowo zajmujacym pozycje A(1,2). W wyniku relacji jego
warto$é zostanie zmieniona na f(1) = 2, a znajdzie sie na po-
zycji A(2,2). Analogicznie postepujemy z kolejnymi elementami
macierzy.

Relacja przewrotu macierzy jest relacja réwnowaznosci, ktéra
dzieli zbiér macierzy na roztaczne klasy abstrakcji, przy czym
dowolne dwie macierze znajduja sie w jednej klasie abstrakcji
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich mozna uzyskaé poprzez
pewna stala liczbe obrotéw i zmian wartosci drugiej. Oznacza
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Maciej Biesek

to, ze w jednej klasie abstrakcji znajduja sie te same macierze,
z doktadno$cia do relacji przewrotu macierzy.

Uzbrojeni w powyzsze narzedzia mozemy przej$¢ do definicji
macierzy de Bruijna odpornej na przewracanie.

Definicja 1.6. Macierza de Bruijna odporng na przewra-
canie nazywamy macierz de Bruijna, ktorej wszystkie okna da-
nego rozmiaru pochodza z réznych klas abstrakcji relacji prze-
wracania macierzy. Oznaczamy ja jako: M[, 5 (7, v)q4, gdzie r X v
jest wymiarem okna, a d— liczbg elementéw alfabetu.

1.2.2 Ciagg de Bruijna odporny na przewraca-
nie

Ciag de Bruijna odporny na przewracanie jest uproszczeniem idei
macierzy na obiekt jednowymiarowy. Podobnie jak w przypadku
macierzy, tak i tutaj stosownym wydaje sie zaczaé¢ od zdefinio-
wania relacji.

Definicja 1.7. Relacjg przewrdcenia ciggu nazywamy zmia-
ne wartosci jego wszystkich elementow, zgodnie z ustalona funk-

CJa.

Tak jak poprzednio, alfabet definiujemy jako ¥ = {0,1,2, 3},
a funkcje zmiany wartosci f : ¥ — 3 jako:

f(x)=(z+1) mod4,dlax e {0,1,2,3}.

Woéwczas przewrotem ciagu 0123 jest ciag 1230. Poddajac przy-
ktad analizie, nietrudno zauwazy¢, ze produktem przewrotu cia-
gu A, = a1as...ay, bedzie By, = f(a1)f(ag)...f(ay).

Podobnie jak bylo w przypadku macierzy, tak i tutaj rela-
cja przewrotu jest relacja réwnowaznosci i dzieli zbidr ciagéw na
roztaczne klasy abstrakcji, przy czym dowolne dwa ciagi znaj-
duja sie w tej samej klasie abstrakcji wtedy i tylko wtedy, gdy
jeden z nich moze zostaé¢ uzyskany przez dokonanie pewnej liczby
przewrotéw drugiego. Oznacza to, ze w kazdej klasie abstrakcji
znajduja sie te same ciagi, z doktadnoscia do przewrotu.
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Teraz, kiedy wiemy juz, jak pojecia poznane w poprzednim
podrozdziale odnosza sie do jednowymiarowych obiektow, moze-
my zdefiniowaé ciag de Bruijna odporny na przewracanie.

Definicja 1.8. Ciggiem de Bruijna odpornym na prze-
wracanie nazywamy cigg de Bruijna rzedu n nad alfabetem
mocy k, ktérego wszystkie podciagi dtugosci n pochodza z roz-
nych klas abstrakcji relacji przewracania ciagu. Oznaczamy go
jako: B"(k,n)

1.2.3 Zastosowania

Macierze de Bruijna odporne na przewracanie sa wykorzystywa-
ne w widzeniu komputerowym. Wyobrazmy sobie robota przemy-
stowego, ktory porusza sie po dlugim korytarzu w jedna i w dru-
ga strone. Podstawowym problemem jest to, ze robot powinien
wiedzie¢ gdzie si¢ znajduje. Frank Sinden uznal, Zze pole pod
urzadzeniem mozna traktowaé jako macierz de Bruijna. Dzigki
temu, ze kazda podmacierz rozmiaru n X m wystepuje w niej
wylacznie jeden raz, robot doskonale wie, na ktérym polu sie
znajduje. Ze wzgledu na to, ze wszystkie okna tej macierzy po-
chodza z réznych klas abstrakcji robot jest w stanie poprawnie
sie zlokalizowaé nawet po obrocie, wiec nie jest ograniczony do
poruszania si¢ wylacznie w jednym kierunku. Wedtug podob-
nej zasady dziala wspomniany juz dlugopis cyfrowy. Skutkiem
tego, ze wszystkie okna danego rozmiaru macierzy utworzonej
z zakodowanych kropek pochodza z réznych klas abstrakeji, by-
lo rozwiazanie problemu powtarzalnosci kropkowanych arkuszy.
W konsekwencji — kazda generowana kartka jest inna. Jakie ma
to znaczenie? Pozwala powrdci¢ do dokumentu, ktory byl wy-
pelniany kilka miesiecy temu, a system poprawnie zinterpretuje
to, co uzytkownik zapisal przy pomocy dlugopisu cyfrowego. Co
wiecej, nie dos$¢, ze bedzie wiedzial, o ktéry dokument chodzi,
to réwniez bez trudu zorientuje sie na ktoérej jego stronie do-
konano zmian. Dzigki temu mozliwe bylo zastosowanie systemu
wykorzystujacego dlugopisy cyfrowe na szeroka skale. Dzi$ sa
one uzywane m.in. do przeprowadzania ankiet, prowadzenia do-
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kumentacji medycznej oraz obshugi formalnej sieci transportu.

Ciagi de Bruijna odporne na przewracanie do tej pory nie
znalazly praktycznego zastosowania. Niemniej, podobnie zreszta
jak ich dwuwymiarowe odpowiedniki, stanowia ciekawy material
do badan teoretycznych. Za przyklad takich rozwazan mozna po-
da¢ problem wymiaru macierzy, czy tez problem dlugoéci ciagu —
od lat matematycy prébuja bezskutecznie wskaza¢ i udowodnié
dokladne oszacowania.
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Iloczyn Kroneckera

Katarzyna Donaj
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

2.1 Wstep

Macierze to jedne z najprostszych struktur w matematyce. Mimo
to sa wykorzystywane w wielu dziedzinach nauki. Ponizszy arty-
kul ma na celu wprowadzenie do informatyki kwantowej, poprzez
pokazanie zastosowania w niej iloczynu Kroneckera.

2.2 Iloczyn Kroneckera

Definicja 2.1. Dla A € M,, »,(K) oraz B € M; (K) definiuje-
my iloczyn tensorowy A ® B za pomoca formuly opisanej w
tym rozdziale. Macierz A ® B mozna zapisa¢ w postaci blokowej,
w ktérej blok (i, 7) jest iloczynem skalara a;; oraz macierzy B,
czyli

anB algB e alnB

ang QQQB e (lgnB
AR B = ) ) . .

am1B  am2B ... amnB

Przyktad 2.2. Weimy przykladowe macierze:
1 2 5
A= [ 3 4 } ’ B= { 7
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Ich iloczyn Kronekera jest postaci:

5 6 10 12
7T 8 14 16
15 18 20 24
21 24 28 32

-B
B

1 Bl
3. B |~

2.
aspo 182

Po poznaniu gtéwnego przedmiotu naszych rozwazan, przejdz-
my do jego wtasnosci:

(1) (ad) ® (BB) = af(A® B), dla dowolnych «,

(2) Jezeli A, B € My, ,(K) oraz C € M, 4(K), to

(A+B)@C=A®C+B®C.
(3) (A®B)®C=A® (BaC)
(4) (A® B)T = AT @ BT
(5) Jezeli A, B € My, ,n(K), to:

tr(A®@ B) =trA-tr B

(6) Macierze identycznosciowe I, € My, o (K), I, € My 0 (K), Iy €
Mo, mn (K) spelniaja réwnodé:

I’rn 02y In = Imn~

(7) Dla macierzy A € M,, ,(K),B € M, ,(K),C € M, (K)
oraz D € M, ((K):

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)
(8) Jezeli A i B sa nieosobliwe, to:
(AeB)'=A"1® B
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(9) Jezeli A i B sa macierzami ortogonalnymi, to macierz
A®B

tez jest macierza ortogonalna.

Tloczyn Kroneckera bywa czesto stosowany na przyklad w in-
formatyce kwantowej. Jest to dziedzina laczaca informatyke i
mechanike kwantowa, zajmujaca si¢ wykorzystaniem wtasnosci
ukladéw kwantowych do przesylania i obrébki informacji. Poka-
ze to od matematycznej strony.

2.3 Notacja Diraca

Najczedciej w informatyce kwantowej postugujemy sie notacja
Diraca. Polega ona na przedstawianiu wektoréw kolumnowych
za pomoca symbolu ket |¢) oraz wektordéw wierszowych za po-
moca symbolu bra (¢|.

Zapis |k), gdzie k € IN oraz k jest przewaznie zapisane w systemie
binarnym, oznacza wektor kolumnowy posiadajacy wartos¢ 1 na
k-tej pozycji, liczac od zera oraz 0 na wszystkich pozostalych
miejscach. Zatem zapisy |0),|1),|10),]|011) oznaczaja nastepu-
jace wektory:

—

10) =

o= O O
O R OO OO0 O -~ o
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Tloczyn Kroneckera w notacji Diraca:

0>®I11>{H® = |011).

_— o o o
_— O OOk O OO

SO OO+ OOO

OO OO ==

2.4 Rejestr kwantowy

Definicja 2.3 (Kubit). Kubit (bit kwantowy) 1 jest to dwu-
poziomowy uklad kwantowy. Reprezentuje go wektor w dwuwy-
miarowej, zespolonej przestrzeni Hilberta:

) = a]0) + 5 11),
gdzie |a|? + |B]? = 1 oraz «, 3 € C.

Obserwacja(odczyt) bitu kwantowego daje w wyniku 0 lub 1
z prawdopodobienistwem odpowiednio |a|? i |3]2.
Nastepujace wektory

o= o] m=]7]

tworza baze standardowa(obliczeniowa) w dwuwymiarowej, ze-
spolonej przestrzeni stanu kubitu. Liczby « i 8 nazywamy am-
plitudami stanéw bazowych odpowiednio |0) oraz |1).
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Reprezentacje graficzng kubitu znalez¢é mozna na rysunku

Im(z) o>+ |3)* =1 Im(2)
_ 1\ _ 1\
‘/\ \ Re(z) ‘/ |- \ Re(z)
1 1
/ { /
(a) Stan kubitu (b) Inny stan kubitu

Rysunek 2.1: Reprezentacja kubitu.

Stan |¢) dwdch kubitéw jest splatany, jesli nie mozna go
przedstawi¢ w postaci iloczynu Kroneckera pojedynczych kubi-
tow, czyli:

|9) # (a0 [0) + Bo [1)) © (a1 [0) + B [1)),

gdzie |ao|? + |Bol* = 1, Jaa[* + [1]* = 1.
Stan, ktéry nie jest splatany nazywamy rozkladalnym.

Definicja 2.4. Rejestr kwantowy to uporzadkowany uktad
m kubitéw o dlugosci m. Moze by¢ on rozpatrywany jako uktad
izolowany zlozony z wielu ukladéw sktadowych.

W przypadku rejestru kwantowego, sktadajacego sie jedynie

z dwéch kubitéw |go) = a9 |0) + Bo|1) i |¢1) = a1]0) + B1 1),
stan rejestru opisywany jest przez iloczyn Kroneckera:

190) ® [q1) = (@0 [0) + Bo |1)) @ (a1 |0) + 1 [1)) =
= apay [0) @10) +apB1 |0) @ |1) + Boar [1) @[0) + o b1 [1) @[1) =
= apay |00) + v f1 |01) + Boar |10) + Bofr 11) .
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2.5 Bramki kwantowe

Definicja 2.5. Macierz unitarna to macierz kwadratowa o
elementach rzeczywistych lub zespolonych, ktéra pomnozona przez
swoje sprzezenie hermitowskie daje macierz jednostkowa:

vut =utu = 1,,
gdzie n jest wymiarem macierzy U.

Definicja 2.6. Bramka kwantowag nazywamy dowolna ope-
racje przeprowadzajaca kubity w inne stany.

Kazda bramka kwantowa jest reprezentowana przez macierz
unitarna. Przejscia miedzy stanami sg obliczane poprzez pomno-
zenie stanu z lewej strony przez macierz unitarna:

U-l9).

Przyktadowe bramki kwantowe:

(1) Bramka negacji:

0 1
xor=[9 1]

Bramka negacji zamienia ze soba amplitudy prawdopodo-
bienstw stanéw bazowych:

Przyklad 2.7. Dzialanie bramki NOT na |¢) = $[0) +
2

NOT|¢) = NOT(

Il
—
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(2)

Bramka vV NOT"

e L[ 1—i 14
NOT_2[1+¢ 1—@}

Zlozenie ze soba dwoch bramek v NOT daje bramke NOT.

Bramka sterowanej negacji:

1 0 0 O
01 0 0
CNot = 00 0 1
00 1 0

Jest to dwukubitowa (w przeciwieristwie do innych przyto-
czonych przykladéw) bramka kwantowa. Wykonuje ona ope-
racje sterowanej negacji na mniej znaczacym kubicie, nato-
miast starszy (bardziej znaczacy) kubit jest kubitem steru-
jacym.

Bramka ta odwraca drugi mlodszy (docelowy) kubit wtedy
i tylko wtedy, gdy kubit sterujacy jest réwny |1):

CNot|00) = [00),  CNot|01) = [01),

CNot[10) = [11),  CNot|11) = |10).

Na schematach oznaczamy te bramke nastepujaco:

q1)

o) <5

Rysunek 2.2: Symbol bramki CNot.
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(4) Bramka Hadamarda:

2

Y211

2 1 -1

Bramka ta ma podstawowe znaczenie dla obliczenn kwanto-

wych, poniewaz przeksztalca stan bazowy |0) w réwnomierna

superpozycje stanéw bazowych:

V21 1 1 V2 1 f V2
= =S

HIO)==-11 1|9 2

(5) Bramka fazy:

Odpowiada ona obrotowi o 7.

2.6 Obwdd kwantowy

Definicja 2.8. Obwodem kwantowym nazywamy odwzoro-
wanie w dwuwymiarowej, zespolonej przestrzeni Hilberta, ktére
mozna przedstawi¢ w postaci zlozenia skonczonej liczby bramek
kwantowych.

Dokonamy symulacji dziatania przyktadowego obwodu kwan-
towego. Na rysunku [2:3] przedstawiony zostal obw6d kwantowy
na trzykubitowym rejestrze. Sktada si¢ on z czterech etapéw obli-
czen i konczy operacja pomiaru stanu jednego kubitu. Schematy
obwodéw kwantowych sa analizowane od strony lewej do prawe;j.
W pierwszym etapie bramki v NOT i T dzialaja odpowiednio
na kubitach z oraz y.

W drugim etapie bramka Hadamarda dziala na kubicie x. W
trzecim etapie pojawia si¢ bramka sterowanej negacji, dzialajaca
na kubicie x, gdzie kubitem sterujacym jest kubit y. W ostatnim
etapie obliczen pomiarowi podlega kubit x. Ta operacja pomia-
ru jest przykladem pomiaru podzbioru kubitéw, nalezacych do
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|2) NOT
ly) — 7]

=) H =

Rysunek 2.3: Schemat przykladowego obwodu kwantowego.

rejestru.
Symulacja pracy obwodu kwantowego wykonywana jest wedlug
nastepujacych regut:

(1)

2)

W miejscach w obwodzie, w ktorych nie wystepuja zadne
bramki, zostang umieszczone bramki o macierzy jednostko-
wej L.

Potaczeniu réwnolegtemu bramek kwantowych odpowiada
bramka opisana przez iloczyn tensorowy macierzy poszcze-
gblnych bramek. Obowiazuje przy tym kolejnosé od najbar-
dziej znaczacego kubitu. Zatem w naszym przyktadzie pierw-
szemu etapowi obliczenn odpowiada bramka o macierzy

VNOT®T® 1,
drugiemu etapowi obliczen bramka o macierzy
I®I®H,
itd.

Polaczeniu szeregowemu bramek odpowiada bramka opisy-
wana przez zwykly iloczyn macierzy poszczegdlnych bramek.
U nas jest to

(VNOT@T&I)-(I®I®H)-(I®CNot).

Stan otrzymany na wyjsciu etapu obliczen lub na wyjsciu
calego obwodu kwantowego jest rowny iloczynowi macierzy

33



Tloczyn Kroneckera

jy) — 7]

Rysunek 2.4: Schemat z zaznaczonymi jawnie bramkami I.

etapu lub obwodu stanu wejsciowego - jesli wewnatrz ob-
wodu nie wystepowaly operacje pomiaru stanu. Rezultatem
otrzymanym dla naszego obwodu, po podaniu na jego wej-
$ciu stanu |001) bylby zatem stan

(VNOT@T®I)-(IoI®H)-(I®CNot))-[001).
Korzystajac z wlasnosci (7) otrzymujemy:
(VNOT)@T®I)-(I®I®H)-(I®CNot))-|001) =
= ((VNOT®T®H)-(I®CNot))-|001) =

= (VNOT ® ((I'® H)-CNot)) -001) .

Po podstawieniu dostajemy:

1—1

1—1

0

2

(W@((T@H)-CNot))~|OOl>:...:% 132.
—1—1

0
L 0 -
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Kobiety w matematyce

Katarzyna Donaj, Gabriela Patka

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Wydzial Matematyki i Informatyki

3.1 Wstep

Jest wielu wybitnych mezczyzn cenionych za osiagniecia zwiaza-
ne z matematyka. Chyba kazdy zna nazwiska: Pitagoras, Archi-
medes, Cauchy, Newton, Lagrange, Borsuk, Rejewski, Zygalski,
Roézycki. Nasuwa si¢ pytanie: czy kobiety réwniez mialy swoje
dokonania w matematyce? Matematyka zawdziecza bardzo wiele
twierdzen kobietom, ktore nie zawsze uzyskaty nalezna im slawe.

Postaramy si¢ przedstawié¢ kréotko kilka z nich.

3.2 Hypatia z Aleksandrii (370 - 415)

Pierwsza kobieta w dziejach nauki to me-
czennica. Zamiast szuka¢ mezczyzny, a po-
tem wychowywaé dzieci, zajmowala sie ma-
tematyka, fizyka i astronomia. Przypisuje
sie jej wynalezienie aerometru, astrolabium
i planisfery. Napisala komentarze do prac
Apoloniusza i Diofantosa, mimo iz ludzie mé-
wili jej, ze zajecia takie przystoja tylko la-
dacznicom. Swiety (wtedy jeszcze tylko ar-
cybiskup) Cyryl doradzil, by zolze ukamie-
nowaé. Na pocieszenie Hypatia ma dzi$ kra-

37




Kobiety w matematyce

ter na Ksiezycu i to z widocznej strony. Dzi$ jest uznawana za
symbol nietolerancji religijnej i seksistowskiej.

3.3 Maria Gaetana Agnesi (1718 - 1799)

Byla wloska matematyczka, lingwistka i filozofka, autorka pierw-
szego wloskiego podrecznika do rachunku rézniczkowego i catko-
wego.
Corke profesora matematyki Pietro
Agnesiego uwazano za ,cudowne dziec-
ko” i poliglotke. Gdy miata 15 lat, oj-
ciec zaczal zaprasza¢ do domu wybit-
nych uczonych, przed ktérymi odezyty-
wala swoje prace i bronita tez dotycza-
cych zawitych kwestii filozoficznych.
Od 20 roku zycia zajmowala si¢ nie-
mal wylacznie badaniami matematycz-
nymi, m.in. nad krzywymi stozkowymi
oraz krzywa, ktéra nazywamy dzis lo-
kiem Agnesi. Gdy w 1750 zachorowal
jej ojciec, papiez Benedykt XIV przekazal jej katedre matema-
tyki i filozofii naturalnej na Uniwersytecie w Bolonii. Byla druga
kobieta-wykladowca na tym uniwersytecie. W 1762 opracowata
przeglad prac naukowych Josepha Louisa Lagrange’a.

3.4 Sophie Germain (1776 - 1831)

Koniecznie chciala zosta¢ matematykiem. Dopuscila sie nawet
oszustwa. Poniewaz bylo niemozliwe, aby uczeszczala na zaje-
cia w Ecole Politechnique, wiec namdéwila jednego ze studentow,
by przynosit jej notatki i tematy prac domowych oraz podrzu-
cal wyktadowcom wykonane przez nia prace. Znana byla z tego,
ze udowodnila, iz réwnanie z” 4 y™ = 2" nie ma rozwigzan w
liczbach calkowitych niepodzielnych przez n,
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gdy n jest nieparzysta liczba pierw-
sza, mniejsza od stu. Czlonkowie Aka-
demii Paryskiej przyznali Sophie Ger-
main w 1816 roku Grand Prix za pra-
ce o wytrzymaltosci metali. Ale spra-
wiedliwosci nie stalo sie zado$¢ — na
tablicy wymieniajacej wszystkich lau-
reatéw tej nagrody, umieszczonej na
wiezy Eiffla pominieto jej nazwisko.

3.5 Ada Lovelace (1815 - 1852)

Brytyjska matematyczka i poetka, zna-
na przede wszystkim z publikacji na te-
mat mechanicznego komputera Charle-
sa Babbage’a, zwanego maszyna ana-
lityczna. Praca zawiera notatki, wérdd
nich pierwszy opublikowany algorytm
napisany z zamiarem wykonania na ma-
szynie. 7Z tego powodu uwazana jest
za pierwszg programistke. Lovelace cze-
sto kwestionowata podstawowe zatoze-
nia przez laczenie poezji i nauki. Wie-
rzyla, ze intuicja i wyobraznia sa kluczowe do efektywnego ko-
rzystania z matematycznych i naukowych konceptéw. Cenita me-
tafizyke na réwni z matematyka, widzac w obu narzedzia do po-
znawania otaczajacego nas Swiata. Laczac poezje z matematyka,
Ada opisywala swoje podejscie jako ,nauke poetycka”, a siebie
jako ,analityka i metafizyka”.
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3.6 Zofia Kowalewska (1850 - 1891)

Panna o nazwisku Korwin-Krukowska
wzieta §lub, aby mogta swobodnie prze-
bywa¢ w meskim towarzystwie, co by-
o konieczne do uprawiania nauki. Mat-
zenstwo to bylo fikcyjne, zeby nie prze-
szkadzalo jej w nauce. Potem poznala
cieszacego sie w mtodoéci bardzo zta re-
putacja starca bedacego na dodatek ty-
tanem matematyki — Karla Weierstras-
sa. Natychmiast wkradla si¢ w jego la-
ski prezentujac to, na co okazal si¢ naj-
bardziej tasy — duze wyksztalcenie i pomystowos¢é w matematyce.
Do tego stopnia go sobie zjednala, ze zaczal forsowaé pomyst, by
za udowodnione przez nia twierdzenie o rozwigzalnosci rownan
rézniczkowych czastkowych da¢ jej doktorat. Pomimo sprzeci-
wu m.in. Darboux, Kowalewska w 1874 roku doktorat otrzyma-
ta. Owe twierdzenie znajdujemy w literaturze jako twierdzenie
Cauchy’ego-Kowalewskiej.

3.7 Grace Chisholm Young (1868 - 1944)

W 1994 roku mineto sto lat od chwi-
li, gdy pierwsza kobieta uzyskata dok-
torat z matematyki w normalnym (czy-
li meskim) trybie. Byla to zona bry-
tyjskiego matematyka Williama Youn-
ga. Doktorat uzyskala w Niemczech (w
Getyndze), a jej praca dotyczyla ra-
chunku rézniczkowego funkcji rzeczywi-
stych wielu zmiennych. Wczeéniej Gra-
ce ukonczyla studia matematyczne na
Uniwersytecie w Cambridge. Egzaminy
wstepne zdala w wieku 17 lat, ale az 4
lata musiala czekaé, zanim dopuszczo-
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no ja do podjecia tych studiéw. Ukonczyta je zdajac egzaminy
koncowe z pierwsza nota, jednak nie uzyskala tytulu magistra,
ktéry kobietom wéwcezas nie przyshugiwal.

3.8 Krystyna Kuperberg (1944 - ...)

Jest to wspolczesna amerykanska mate-
matyczka pochodzenia polskiego. Kry-
styna Kuperberg obronila prace magi-
sterska z topologii w 1966 roku pod
kierunkiem Karola Borsuka. Otrzymala
tytul Full Professor (profesor zwyczaj-
ny) w roku 1984. Wykladala w Okla-
homa State University, Courant Insti-
tute 1987, oraz w Uniwersytecie Pary-
skim w Orsay. W roku 1987 rozwiazata
pewien dawny, bardzo trudny problem
Knastera. W pdéznych latach 80. zaje-
ta sie zagadnieniem punktow stalych i
topologicznymi aspektami uktadéw dy-
namicznych. W roku 1993 obalila tzw. przypuszczenie Seiferta
(dotyczace pewnej wlasciwosci p6l wektorowych na powierzchni
sfery). Prace te kontynuowala wspélnie z synem. W 1995 roku
otrzymala prestizowa Nagrode im. Alfreda Jurzykowskiego, a w
roku 1996 — Research Excellence Award od College of Sciences
and Mathematics Auburn University. Jest aktywna dzialaczka
amerykanskiego érodowiska matematycznego.

3.9 Maryam Mirzakhani (1977 - ...)

Zyjaca obecnie iraniska matematyczka w 1999 roku ukoniczyla
matematyke na Uniwersytecie Technologicznym Szarif w Tehera-
nie. W 2004 roku uzyskata doktorat na Uniwersytecie Harvarda.
Jest profesorem matematyki Uniwersytetu Stanforda. Jej bada-
nia obejmuja przestrzen Teichmiillera, geometri¢ hiperboliczna,
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hipoteze ergodyczna i geometrie symplektyczna.

W 2014 roku, jako pierwsza kobieta
w historii, zostala uhonorowana Meda-
lem Fieldsa za wkiad w badania dyna-
miki i geometrii powierzchni Riemanna.
Mirzakhani nie jest typem matematyka,
ktory mysli szybko i blyskawicznie roz-
wiazuje kolejne problemy. Potrafi dlugo
sie¢ zastanawia¢, wglebia¢ w temat przez
cale lata, powoli go rozgryzajac.

3.10 Zakonczenie

Opis sylwetek zastuzonych matematyczek zakonczymy cytatem
Zofii Kowalewskiej — najwiekszej matematyczki XIX wieku:

» Wielu, ktorzy nigdy nie mieli okazji dowiedziec¢ sie czegos
wiecej o matematyce, myli jo z arytmetykq, uwazajgc jg za
nudng i jatowg. W rzeczywistosci zas jest to nauka wymagajgoca
najwiekszej wyobraini.”
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Zmodyfikowane i sferyczne
funkcje Bessela
— wlasnosci rézniczkowo-catkowe

Magdalena Figiel, Anna Futa
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Wydzial Matematyki, Fizyki i Informatyki

4.1 Wstep

Funkcje Bessela (nazywane réwniez funkcjami walcowymi) sa
jednym z przykladéw funkcji specjalnych. Stanowia one rozwia-
zanie réwnania rézniczkowego Bessela.

W pierwszej kolejnosci zaprezentowany zostanie krétki rys
historyczny i rownanie rézniczkowe Bessela. Nastepnie zdefinio-
wane zostang zmodyfikowane funkcje Bessela I i II rodzaju oraz
wybrane wlasnosci rézniczkowe i catkowe tych funkcji. Kolejno
przedstawione zostang sferyczne funkcje Bessela oraz wlasnosci
tych funkcji.

Na koniec zaprezentowane zostana wybrane zastosowania zmo-
dyfikowanych i sferycznych funkcji Bessela w zagadnieniach ma-
tematyki i fizyki.

4.2 Historia

Funkcje Bessela po raz pierwszy pojawily sie w XVIII wieku w
wyniku badan nad problemami fizycznymi.
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W roku 1732 szwajcarski matematyk Daniel Bernoulli rozwa-
zal zagadnienie drgan zwisajacego gietkiego i wazkiego lancucha
o dolnym koncu swobodnym. W konsekwencji otrzymat on réw-
nanie rézniczkowe

d>y 1 dy k*-y

dz +x.da:+ x =0,
ktore moze byé przeksztalcone do postaci, jaka uzyskal Bessel
okoto 100 lat p6zniej.

W 1824 roku niemiecki naukowiec F. W. Bessel badajac pro-
blem zwiazany z eliptycznym ruchem planet skorzystat z réw-
nania Laplace’a. Po przejsciu na wspolrzedne biegunowe oraz
dokonujac pewnych przeksztatcen uzyskal on réwnanie réznicz-
kowe liniowe jednorodne drugiego rzedu dane wzorem:

d’y 1 dy n?

Roéwnanie (4.1)) nazywamy réwnaniem Bessela rzedu catkowitego
n [1J.

4.3 Definicja funkcji Bessela

Réwnanie w oparciu o teori¢ rownan rézniczkowych linio-

wych ma dwa liniowo niezalezne rozwiazania. Rozwiazania te

nazywamy funkcjami Bessela lub funkcjami walcowymi [5].
Funkcje Bessela I rodzaju okreslamy wzorem

o0 ( 1r( )n+2r
Z rt-T(n+r+4+1)" (42)

r=0

W przypadku, gdy wskaznik n nie jest liczba catkowita, mamy

_1)7’ . (lm)fn+2r

oo( 1
x):;rlf‘(—n—i—r—kl)' (43)

3
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Jezeli n nie jest liczba catkowita, to funkcje J, (x) oraz J_, (z)
sa dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania (4.1).
Wéwcezas rozwiazanie ogdlne réwnania Bessela ma postaé

y=A-J,(x)+ B-J_,(x),

gdzie A i B sa dowolnymi stalymi [2].

4.4 Zmodyfikowane funkcje Bessela I i
II rodzaju
Niech z € C. Jezeli dokonamy podstawienia x := +x¢ w réwna-
niu (4.1)), to otrzymamy
d’y 1 dy n?
SV 2 Y (142 ) oy =0 4.4
a2 "7 d <+x2>y (44)

Roéwnanie (19.5) okre$lamy jako zmodyfikowane réwnanie réz-
niczkowe Bessela [3].

Zmodyfikowana funkcje Bessela I rodzaju rzedu n
okreslamy wzorem

I(z):i(%x)—n-ﬂr (4.5)
" TZOT!-F(n—i—r—i—l)' ’

Zatem prawdziwa jest nastepujaca zaleznosc:

I(z) =47" - Jp(iz). (4.6)

4.4.1 Relacje rekurencyjne

Zmodyfikowane funkcje Bessela dowolnych rzedéw mozna wy-
razi¢ poprzez funkcje nizszego rzedu. Ponizsze wzory znane sg
pod nazwa zwiazkéw rekurenycjnych dla zmodyfikowanych funk-
cji Bessela. Dowody tych zaleznosci przeprowadza sie analogicz-
nie, dlatego tez zostanie zaprezentowany jeden z nich.
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Twierdzenie 4.1. [ Jezeli n jest dowolng liczbg rzeczywistq
oraz x # 0, to

i) (2 L(x) = 2" - I (x),
i) i (™ Ly(@) = 27 L (),

L(z) = In_1(x) = 2 - In(x),

=1 (In-1(z) + Lny1(2)),

)
In<x) = % In(m) + In+1($)7
)
i) In—1(x) — Inya1(x) = 27" I (x).

Dowdd. (i) Korzystajac z zaleznosci & (z™ - J,,(z)) = 2™ J,—1(2),
zachodzacej dla funkcji Bessela I rodzaju oraz dokonujac podsta-
wienia x := x7 mamy

(" a” Jp(ix)) =" - 2™ Jp_q(ix).

d(izx)
Nastepnie, przy uzyciu wzoru (4.6) dostajemy

1 d
S (@) = T T (),

2n—

Dzielac obustronnie przez 2”1 ostatecznie otrzymujemy

d n _.n
%(m I (z) =2 - a1 ().
O

Pierwsze pie¢ wlasnosci pozwala na wyrazenie pochodnych
zmodyfikowanych funkcji Bessela przez funkcje Bessela, zas ostat-
nia wlasnoé¢ daje mozliwos¢ wyrazenia funkcji dowolnego rzedu
n poprzez funkcje nizszych rzeddw.

Funkcja zmodyfikowana II rodzaju nazywamy funkcje po-

staci:
I_,(z) = I,(z)

Kn() = 2 sin(nm)

, (4.7)
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gdy n nie jest catkowite.

W sytuacji, gdy n jest catkowite, licznik i mianownik funkcji
K, () zeruja sie, wiec funkcja ta jest nieokreslona. W tym przy-
padku funkcje K, (z) mozemy zdefiniowaé nastepujacym warun-
kiem

K, (z) = lim K,(x).
v—n
Funkeje K, (z) nazywamy réwniez funkcja MacDonalda. Bez wzgle-
du na to czy n jest calkowite, funkcja ta jest rozwigzaniem zmo-
dyfikowanego réwnania Bessela. Dla n bedacego liczba catkowita,
funkcje K, (x) i K_, (x) sa niezaleznymi rozwiazaniami réwnania
Bessela [4].

4.4.2 Reprezentacja catkowa zmodyfikowanych
funkcji Bessela

Funkcje Bessela w prosty sposéb moga zosta¢ wyrazone poprzez
calki oznaczone, badz krzywoliniowe zawierajace zmienng x jako
parametr. Wyrazenia dane za pomocsg, calek krzywoliniowych sa
zwykle prawdziwe w szerszym obszarze zmiennosSci x i wskazni-
ka m niz wyrazenia w postaci calek oznaczonych. Z kolei, catki
oznaczone spotykane sa czesciej w zastosowaniach.

Twierdzenie 4.2. [1] Dia n > —% prawdziwe sq¢ nastepujgce
zaleznosci:

1
Z) In(x) = m . (%) . f efzt . (1 _t2)n7§dt ,

-1

i) Kn(2) = 585 - (%)

. n_i
ey e (2 -1)""2dt, x>0.

HSS

W celu wyprowadzenia wzoréw catkowych dla funkcji zmo-
dyfikowanych nalezy skorzysta¢ z reprezentacji catkowej funkcji
Jn(z) [6].
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4.5 Sferyczne funkcje Bessela

Szczegdlnym rodzajem funkcji Bessela sa sferyczne funkcje Besse-
la I1iII rodzaju. Funkcje te nazywamy rowniez funkcjami kulisty-
mi. Sa one bezposrednio zalezne od funkcji Bessela I i II rodzaju.

Rozwazmy réwnanie

d*y dy

2 2. .2

=42 k“-x*—=1-(I+1)]-y=0. 4.8
R Al i LA (+1)]y (4.8)
Powyzsze rownanie jest modyfikacja rownania Bessela w sytu-
acji, gdy

1-2.-a=2,
v=1
ﬂQ"}/Q:kQ

a?—n? 2 =—1-(1+1).

Funkcjg sferyczng Bessela I rodzaju nazywamy funkcje po-
staci:
e

Jilz) = o Jip1 (). (4.9)

Funkcja sferyczna Bessela II rodzaju nazywamy funkcje:

() = \/Z Y1 (2). (4.10)

4.5.1 Zaleznosci rekurencyjne dla sferycznych
funkcji Bessela

Podobnie, jak dla zmodyfikowanych funkcji Bessela, réwniez dla
funkcji sferycznych zachodza pewne zaleznosci rekurencyjne. Te
same wlasnosci sa prawdziwe zaréwno dla j,(z), jak i dla y,(z),
dlatego zostang uogdlnione dla obu tych funkcji w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 4.3. [ Jezeli f,(x) jest jedng z funkcji: jn,(x),
bgdZ y,(x) oraz n jest dowolng liczbg calkowitq, to
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i) a5 (@ ful@) =2 fua(2),

i) @ fu(@) = =27 fana (@),

iii) fp(@) = far(w) = (),

i0) fol@) =2 ful@) = fata(2),

v) @2n+1) (@) =n-for(@) = (n+1) for(@),
Vi) fao1(@) + fapa(z) = 2L £ (x).

4.5.2 Wlasnosci sferycznych funkcji Bessela
Twierdzenie 4.4. [1] Dia x # 0 zachodzq nastepujgce zalezno-
Sci:

i) jolw) = %2,

i) yo(x) = 5=
Dowéd. (i) Korzystajac z definicji j, () oraz z réwnania (£.2)):

T 2r+2
V 2z 3= \/ 2x Zr' F +T+1)

Opierajac sie na wlasnoéci funkcji gamma dostajemy, ze:

1 (2r +2)!
F(T+1+2> T 22 (p 1 1) T

Stad:
) N 22”"“‘2 P 1) g2t
Jo(z) T 1 Z ( ) " o2t 1
22 r2 = 2T—|—2) ﬁ 22r+3
o0 o0
P 2-(r+1) o ,oa
SOV Gy T L
r=0 r=0 :
1 el 2r+1 1
— Z = — -sinx.
v 2r+1 T
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Dowéd zaleznosci (ii) przeprowadza sie w sposéb analogiczny,
korzystajac z rozwiniecia w szereg potegowy funkcji cos z.

Majac dane funkcje jo(x) oraz yo(x), mozemy otrzymywaé
kolejne wyrazenia dla wyzszych wartoéci wskaznika. Wtasnosci
te zostana zaprezentowane w ponizszym twierdzeniu, sa one réw-
niez znane pod nazwa wzoréw Rayleigh’a.

Twierdzenie 4.5. [1] Jezeli n jest nieujemng liczbg calkowitq,
to

i) julx) = (=)™ -2 (L4)" (sinz)
i) ya(e) = —(~1)" - am (L)" (22)

Powyzsze twierdzenie umozliwia wyznaczenie funkcji sferycz-
nych I oraz II rodzaju dla n > 1. Ponizej zostanie przedstawio-
nych kilka wzoréow kolejnych funkcji sferycznych dla poczatko-
wych wartoéci wskaznika. Mianowicie

sinx cosx

ji(z) =

x? x
( ) 3 1
z)=|—— =] sinc — — -cosz,
J2 3 - 3

x
. 15 6 . 15 1
Js(x) = i gz ) sine— (5 - ) cos.

Wzory te wyrazaja sferyczne funkcje Bessela poprzez funkcje po-
tegowe (o ujemnych wykladnikach) i funkcje trygonometryczne.
Oznacza to, ze funkcje j,(z) oraz y,(z) sa funkcjami elementar-
nymi [6].

4.5.3 Zastosowanie sferycznych i zmodyfikowa-
nych funkcji Bessela

Zmodyfikowane i sferyczne funkcje Bessela majg zastosowanie w
nastepujacych dziedzinach:

e teoria liczb,
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astronomia (perturbacje ruchu ciat),
mechanika (ruchy cial w polach osiowych),

termodynamika (rozplyw ciepla w przypadku przewoddéw
o symetrii osiowej, stygniecie walca kotowego),

teoria promieniowania elektromagnetycznego uktadéw o sy-
metrii osiowej i dyfrakcji w takich ukladach.

4.6 Podsumowanie

Podsumowujac, zmodyfikowane i sferyczne funkcje Bessela posia-
daja szereg wlasnodci rézniczkowych i catkowych. Istnieje wiele
twierdzen pozwalajacych na dokladng analize tych funkcji. Funk-
cje zmodyfikowane i sferyczne, jako jedne z podstawowych funk-
cji specjalnych ciesza sie duza popularnoscia wéréd nauk Scistych.
Obecnie pojawia si¢ coraz wiecej zastosowan tych funkcji, nie tyl-
ko w matematyce, ale takze w innych naukach technicznych.
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5.1 Wstep

Zupelnoé¢ nalezy do wlasnosci, ktore kojarza sie raczej z topolo-
gig niz z algebra. Jej defnicje poznajemy zazwyczaj na analizie,
dowiadujac sie, dlaczego liczby rzeczywiste sa ,lepsze” od liczb
wymiernych. Okazuje sie jednak, ze piericienie zupelne pelnia
wazna role takze w algebrze. Pierécienie liczb p-adycznych nale-
za do standardowego arsenatu teorioliczbowcow; w szczegdlnosci
pojawiaja sie one w sformutowaniu tzw. zasady lokalno-globalnej
Hassego. W geometrii algebraicznej uzupelnienie pozwala z kolei
spojrze¢ na obiekty geometryczne z analitycznego punktu wi-
dzenia. W niniejszym artykule postaramy si¢ uzasadnié, czemu
pierécienie zupelne sa zupelnie wyjgtkowe.

5.2 Dyskretne waluacje

Podrozdzial ten zaczniemy od nastepujacej definicji:

Definicja 5.1. (Dyskretna) waluacja na ciele K nazywamy
dowolng funkcje v : K* — Z spelniajaca:

(i) v(z-y) = v(z) +o(y),
(if) v(z +y) > min{v(z),v(y)},
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(iii) istnieje m € K takie, ze v(m) = 1.

Zwyczajowo przyjmuje sie, ze v(0) = co. Z warunkéw (i) oraz
(iii) wynika, ze waluacja musi by¢ surjektywna. Dowolny element
m € K spelniajacy warunek (iii) nazywamy uniformizatorem.

Definicja 5.2. Niech v bedzie dyskretna waluacja na ciele K.
Pierécien:
R, ={r e K:v(z)>0}

nazywamy pierscieniem waluacji v. Jest to pierscien lokalny
o ideale maksymalnym:

m, = {x € R:v(x) > 0}.
Cialo k, := R,/m, nazywamy cialem reszt waluacji v.
Definicja 5.3. Niech R bedzie dziedzina calkowitosci o ciele
utamkéw K. Moéwimy, ze R jest pierscieniem dyskretnej wa-

luacji, jezeli R = R, dla pewnej waluacji v, okre$lonej na cie-
le K.

Zaprezentujemy teraz trzy przyklady dyskretnych waluacji.

Przyktad 5.4. Ustalmy liczbe pierwszq p. Wtedy na ciele Q
mozna okresli¢ waluacje v, wzorem:

Up (p” . %) =n, jezelipta,b

- zauwazmy, ze uniformizatorem jest p. Pierscien waluacji dany
jest jako:

a
Z(p) = {E pr}
Cialo reszt w tym przypadku to Zy [ pZpy = Fp.

Przyktad 5.5. Ustalmy a € C. Wtedy na ciele C(z) mozna
okresli¢ waluacje:

va ((z = a)" - g(2)) = n, gdzie g(a) € C*
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(rzad zera/bieguna w a). Uniformizatorem jest wtedy (z — a).
Pierscien waluacji dany jest jako:

C(2)(2—a) = funkcje wymierne dobrze okreslone w a.
Cialo reszt dane jest jako:
C(2)(2—a)/(z —a) = C.
Postaramy sie teraz uogélni¢ poprzedni przyktad.

Przyklad 5.6. Ustalmy nastepujgce oznaczenia:

C: f(z,y) =0 - krzywa algebraiczna w A%,

A(C) := Cla,y]/(f(x,y)) — pierscien funkcji regularnych
na C (tzw. pierécient wspétrzednych C),

o P = (z9,y0) € C(C) — punkt na krzywej C,

e mp = (v — x0,y — yo) I A(C) — ideal maksymalny odpo-
wiadajgcy punktowi P.
Badanie pierscienia Op pozwala na opis zachowania krzywej w

otoczeniu punktu P. Okazuje sie na przyklad, zZe punkt P jest
gladki wtw. gdy na pierscieniu:

Op := funkcje regularne dobrze okreslone w P = A(C)wm,

mozna okreslic dyskretng waluacje.

Waluacje funkcji f € Op mozna wtedy interpretowaé jako
krotno$é zerowania sie w punkcie P. Uniformizatorem jest wow-
czas np. dowolna prosta przechodzgca przez P i nie styczna do
C (patrz [3, Theorem 3.2.1]).

5.3 Zupelnosé

Zauwazmy, ze na ciele K wraz z waluacja v mozna wprowadzi¢
wartos¢ bezwzgledng wzorem:

Izl = =,
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co pozwala z kolei na wprowadzenie metryki na podanych powy-
zej pierscieniach. Metryka ta jest do$é ,zabawna” (przyktadowo
wszystkie tréjkaty sa w niej réwnoramienne), jednak problem
sprawia nam co innego. Przypomnijmy definicje znang wszyst-
kim dobrze z analizy i topologii:

Definicja 5.7. Przestrzen metryczna nazwiemy zupelna, jezeli
dowolny ciag Cauchy’ego jest w niej zbiezny.

Zauwazmy, ze podane powyzej ciata nie s zupelne. Przykta-
dowo przyjmujac w przykladzieﬁa = 0 mamy: ciag (3_p_g %)n
nie jest zbiezny w Q(z), mimo iz jest ciagiem Cauchy’ego. Znana
z analizy konstrukcja pozwala na ich uzupelnienie:

Definicja 5.8. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Uzu-
pelnieniem przestrzeni X nazywamy przestrzen metryczna (X, d),
gdzie:

~

e X = {(z,)n — ciag Cauchy’ego o wyrazach w X}/ ~,

przy czym: (2n)n ~ (Yn)n & lim d(z,,y,) =0,

n—00

o d((@n)ns (Yn)n) 2 limy, o0 d(20, yn).-

Przestrzenn X mozna zanurzy¢ w X , przypisujac kazdemu ele-
mentowi ciag staly. Obraz tego zanurzenia jest wowczas gesty
w X.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy X = K jest cialem wraz z
metryka, w ktorej operacje dodawania, odejmowania i mnozenia
sg ciagle. Jak latwo zauwazyé¢, K ma rowniez naturalng struk-
ture pierscienia. Ponadto, jezeli metryka na K jest pochodzi od
dyskretnej waluacji v, to waluacje ta mozna w naturalny sposob
przedluzy¢ do K. Istotnie, jezeli (z,,), jest ciagiem Cauchy’ego,
to (v(zy,))n réwniez. Ciag Cauchy’ego zlozony z liczb calkowi-
tych musi by¢ jednak staly od pewnego momentu — v(z,) = vg
dla n > Ny. Mozemy zatem przyjaé¢ U((2,)n) := vo. Latwo za-
uwazy¢, ze cialo reszt nie zmienia sie po uzupelnieniu; podobnie
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za uniformizator mozemy przyja¢ ten sam element. Zobaczmy,
co uzyskamy uzupelniajac pierscienie i ciala z poprzednich przy-
ktadow:

Przyktad 5.9. Podstawiajgc w przykladzie[5.5 a = 0 oraz uzu-
pelniajac C(z) wzgledem waluacji v, dostajemy cialo szeregdw
Laurenta o wspolczynnikach wymiernych:

C((z)) = Z anz" N €Z, a,€Q
n>N

Pierscieniem waluacji jest wéwczas C|[z]] — pierscien szeregdw
formalnych.

Przyktad 5.10. Uzupelniajgc Q wzgledem waluacji v, (zdefinio-
wanej w przykladzie dostajemy tzw. ciato liczb p-adycznych:

Q= Z app” ian €{0,1,....p—1}, N Z
n>N
(dodawanie nastepuje ,z przenoszeniem” — tak jak w systemie
dziesietnym). Pierscien waluacji ma postac:
2Ly = Zanp”:an e{0,1,...,p—1}
n=0
(sa to tzw. liczby catkowite p-adyczne).
Zauwazmy, ze kazdy element a = Zn>0 anp™ € Z, jest wyzna-
czony przez ,zgodny” cigg elementow pierscieni Z/p™:
ag € Z/p, ao+pai € Z/p*, ag+pay +plas € Z/p3,. ...

Mozna zatem réwnowaznie zdefniowaé Zy jako granice odwrotng:

limZ/p". (5.1)
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Okazuje sie, ze uzupelnienie mozna zdefniowaé¢ dla dowolne-
go pierscienia lokalnego, nie tylko dla pierscienia dyskretnej wa-
luacji. Rozpatrzmy pierscien lokalny R o ideale maksymalnym
m wraz z baza otoczen zera zadana przez ciag zbioréw (m™),.
Uzupelnienie pierécienia R definiujemy w tym przypadku, uogdl-
niajac rownosc¢ (5.1)):

-~

R =1lim R/m".
—

Omoéwienie tej definicji mozna znalezé np. w |4, Rozdzial 10].

Przykltad 5.11. Zachowajmy oznaczenia z przykladu [5-0 Uzu-
pelnienie pierscienia lokalnego Op (zdefinowane jak powyzej)
pozwala na bardziej ,,topologiczne” spojrzenie na krzywq. Niech
Py, Py bedg punktami na krzywych C1, Cy. Wtedy pierscienie Op,
oraz 6P2 sq izomorficzne (jako C-algebry) wtedy i tylko wtedy,
gdy pewne otoczenia punktow Py, Py sq ,,analitycznie izomorficz-
ne”, tzn. gdy istnieje izomorfizm zadany przez funkcje analitycz-
ne. Pozwala to np. na ,zgrubng” klasyfikacje typow osobliwosci
punktow na krzywej.

W dalszym ciagu skupimy sie na rozwiazywaniu réwnan wielo-
mianowych pierscieniach zupelnych. W tym celu przyda nam sie
redukcja do R/7n™ dana jako:

aptai-m+. .. — ap+ar-m+.. . Fa,_1-m" (mod ™)

W szczegdlnosci bedziemy redukowali elementy do ciala reszt
k := R/m. Zastanéwmy sie, jak wygladaja nam znane liczby
zapisane w postaci p-adycznej.

e Zalézmy, ze % jest postaci:
1 n
5 = Z an5 .
n>0

Redukujac (mod 5) dostajemy: 2ag = 1 (mod 5), czyli
ap = 3. Redukujac (mod 5)? mamy 2 - (3 +ay-5) = 1
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(mod 52%), co daje a; = 4. Okazuje sig, ze rozumowanie to
mozemy iterowac, dostajac liczbe a € Zs, spelniajaca:

=a (mod 5"),

. 1 . 1 . ;. ,
czyli a = 5 (waluacja v(a — 5) musi by¢ nieskonczona).

W Q5 zachodzi réwnosé:

—1=Z4-5”

n>=0
wynikajaca ze wzoru na sume szeregu geometrycznego.

Zastanéwmy sie, czy /—1 € Qs, tzn. czy réwnanie 22 +1 =
0 ma rozwiazanie w Qs:

V-1= Z a5 = —1=a2 (mod5).

n=0

Ostatni warunek zachodzi dla ag = £2 (mod 5); bez straty
ogblnosci zatézmy, ze ag = 2. Stosujac redukcje mod p?:

—1=(2+a;-5)? (mod 52)
0=5+2-5-a9 (mod 5%)
0=1+2 a4 (mod 5)

— ostatnia kongruencja ma za$ dokladnie jedno rozwiagzanie
mod p: a; = 2. Podobnie mozemy zredukowa¢ kolejne réw-
nanie mod p? i po drobnych przeksztatceniach uzyskaé
réwnanie liniowe w ciele Z/p, majace dokladnie jedno roz-
wigzanie a3. Za chwile udowodnimy, ze procedure ta mozna
zawsze kontynuowaé w nieskonczonosé.

Gléwnym powodem, dla ktérego ciala zupelne sa tak wazne,

jest to, ze mozna w nich w prosty sposoéb konstruowaé elementy
— zadajac po prostu ciag Cauchy’ego. Fakt ten wykorzystamy
w nastepujacym twierdzeniu, uogodlniajacym nasze poprzednie
zmagania:
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Lemat 5.12 (lemat Hensela). Zaldimy, ze (K| - |,) jest prze-
strzeniq zupeing. Niech f € R[zx] i zaldzmy, Ze fe klz] ma
pierwiastek pojedynczy ag € k (tzn. f’(ao) #0). Wtedy istnieje
doktadnie jeden element a € R taki, Ze:

a=ap (modm), fla)=0

Dowdd. Wystarczy pokazaé¢ indukcyjnie, ze istnieje ciag a,, € R
taki, ze element:
A, = Z a;mt
0<i<n

spelia f(A,) = 0 (mod 7"*!) dla kazdego n. Skonstruowany
w ten sposéb szereg jest zbiezny do pewnego elementu a € R (z
zupelosci R), ktéry musi spelniaé f(a) = 0.

Dla n = 0 wystarczy w dowolny sposéb podnies¢ ayp do R.
Zalézmy, ze mamy ag, . . . , a,, takie, ze zachodzi: f(A,) = 7" t-c.
Z rozwiniecia Taylora:

fla+An) = f(An) + 2 - f/(An) + 2% - g()
Podstawmy z = 7" . y i zredukujmy (mod 7"+2):
fE oy Ay =a" ety f1(Ay) 0 (mod 7F?)
wige f(n"t -y + A,) =0 (mod 7"2) wtw. gdy:
c+y-f(A,)=0 (mod )
Zauwazmy, ze f'(An) = f'(ap) Z 0 (mod 7), wiec powyzsze
réwnanie ma dokladnie jedno rozwiagzanie y = (f'(A,))"! - ¢

(mod ). Wystarczy wiec przyjaé¢ a,4+1 :=y.
O

Lemat Hensela ma wiele uogélnien, przytoczmy niektére z nich:

e jezeli istnieje ag € R takie, ze v(f(ao)) > 2 - v(f’(ap)), to
istnieje a € R spetiajace v(a — ag) > v(f(a0)?/f(ao)),
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o jezeli f(z) = go(x) - ho(z) dla pewnych go,ho € R[z],
NW D(go, ho) = 1, to istnieja wielomiany g, h € R|x], spel-
niaj%ce g: 90, h= hOa f =g ha

e wersja dla uktadu n réwnan z n niewiadomymi (zastepuje-
my pochodna przez jakobian).

Jako przyktadowe zastosowania zauwazmy jeszcze, ze pp—1 C Qp

oraz v/1+z € Q((x)).

5.4 Zasada lokalno-globalna

Z teorioliczbowego punktu widzenia, lemat Hensela pozwala nam
na podnoszenie rozwiazan z cial charakterystyki p do charakte-
rystyki 0. Cialem, ktére nas interesuje jest jednak Q, a nie Q!
Czy mozna powiedzie¢ co$ o wymiernych rozwiazaniach danego
réwnania, wiedzac co$ o rozwiazaniach p-adycznych? Jezeli réw-
nanie nie ma rozwiazan p-adycznych, to nie ma tez rozwiazan
wymiernych — z zasady tej korzystamy czesto na elementarnej
teorii liczb, stwierdzajac, ze réwnanie nie ma rozwigzan calko-
witych/wymiernych, bo nie ma ich modulo np. 8, badz tez nie
ma rozwigzan rzeczywistych. Czy jest mozliwe odwrotne rozu-
mowanie? Okazuje sie, ze w pewnych szczegblnych przypadkach
tak:

Twierdzenie 5.13 (zasada lokalno-globalna Hassego). Niech
q € Q[z1,...,x,] bedzie formg kwadratowg n-zmiennych. Réw-
nanie ¢(x) = 0 ma rozwigzanie w Q wtw. gdy ma rozwigzanie w
dowolnym uzupetnieniu Q, tzn. w Q, dla kazdego p oraz w R.

Zasada ta pozwala na uzyskanie efektywnych sposobéw roz-
strzygania, czy dana forma kwadratowa ma wymierne miejsca
zerowe. Pokazemy przyktadowo, w jaki sposéb sprowadzié spraw-
dzenie rozwigzywalnoéci réwnania agxg + a1 23 +agz3 = 0 w licz-
bach wymiernych do prostych obliczen. Przed sformutowaniem
wefektywnej” wersji twierdzenia Hassego wprowadzimy pojecie
reszty i niereszty kwadratowej mod p. Przez zbior reszt

61



Uroki zupelnoéci

kwadratowych mod p bedziemy rozumieli:
K,:={2%:z cF,}

(zauwazmy, ze jest to podgrupa indeksu 2 w [F\), za$ przez zbior
niereszt — N, :=F)¢ \ K.

Twierdzenie 5.14 (Legendre’a). Niech ag,a1,a2 € Z, i zaldz-
my, ze agaias # 0 jest liczbg bezkwadratowg. Wtedy réwnanie:

2 2 2
aoTy + a1x] + asxy =0

ma rozwigzanie (xqg,x1,x2) € Z3, (xo,71,72) # (0,0,0), wtedy i
tylko wtedy gdy:

(i) ag,a1,as nie sqg tego samego znaku,
(ii) dla dowolnej liczby pierwszej pla;:
—a]—a,;1 € K,,

gdzie {i,j, k} = {0,1,2}, zas a=! oznacza odwrotnosé a w
grupie F .

Przed dowodem udowodnimy prosty lemat:
Lemat 5.15. Ustalmy liczbe pierwszq p. Wowczas:

(a) istniejq dwie reszty kwadratowe, ktore sumujq sie do nieresz-
ty kwadratowej mod p,

(b) istniejg dwie niereszty kwadratowe, ktdre sumugjg sie do resz-
ty kwadratowej mod p.

Dowdd. (a) Niech n € {0,...,p — 1} bedzie najmniejsza nie-
reszta kwadratowa mod p, wtedy r := n — 1 jest reszta
kwadratowa oraz r +1 = n.

(b) Jezeli n,r sa zdefiniowane jak wyzej, to n, nr sa nieresztami
kwadratowymi, ktére sumuja sie do reszty kwadratowej n2.
O
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Dowéd Twierdzenia [5.1] Wykazemy, ze dla p { 2apaiaz powyz-
sze réwnanie ma rozwiazanie w IFp, tzn. ze

(aoKp + ale) N (—ang) #* O,

Wéréd liczb ag, a1, as muszg znalezé si¢ przynajmniej dwie, ktére
wyznaczaja ta samg warstwe w F; /Kp (tzn. obie sa resztami
lub nieresztami kwadratowymi). Bez straty ogdlnosci zal6zmy,
ze ag, a1 € K. Rozwazmy dwa przypadki:

e —asy jest niereszta kwadratowa. Wtedy:
(CLQKP + ale) n (—ang) = (Kp + Kp) n Np
za$ ostatni zbior jest niepusty na mocy lematu [5.15

® —ay jest reszta kwadratows. Wtedy —as - ag b jest réw-
niez reszta kwadratowa (jako iloczyn reszt kwadratowych).
Stad: —ag-ay ' =b? (mod p), co oznacza, ze (b,0, —1) jest
rozwigzaniem powyzszego réwnania.

Korzystajac z lematu Hensela mozemy podnies¢ uzyskane roz-
wigzanie z ciala F,, do Q,. Warunek (ii) zapewnia za$ istnienie
rozwiazania dla plabe, p # 2. Rozwazane réwnanie ma réwniez
rozwigzanie w Q2, co mozna zauwazy¢, korzystajac z prawa wza-
jemmnosci Hilberta. Stad, z zasady lokalno globalnej, réwnanie to
ma rozwigzanie wymierne. Dowdd przeciwnej implikacji zosta-
wiamy jako ¢wiczenie. O

Dowéd twierdzenia nie korzystajacy z zasady Hassego
mozna znalezé np. w [I].
Okazuje sie, ze zasada Hassego nie zachodzi dla form wyzszych
stopni. Przyktad stanowi réwnanie:

323 +4y° + 523 =0

ktére ma rozwigzanie w R oraz w dowolnym Q,, ale nie w Q.
Krzywe podobnej postaci sa szczegblnie przydatne przy oblicza-
niu rangi krzywej eliptycznej, tzn. rangi grupy E(Q). Mamy ciag
doktadny:

0— E(Q)/2E(Q) — Sel®(E/Q) — III(E/Q)[2] — 0
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gdzie Sel® (E/Q) jest grupa 2-nakryé krzywej, za$
III(E/Q) = ker (Hl(G@, E) =[] Hl(GQv,E)>

jest grupa lokalnie trywialnych (majacych punkt w dowolnym
uzupelnieniu Q) przestrzeni jednorodnych dla E/Q. Grupa III(E/Q)
stanowi wiec ,,przeszkode do zachodzenia zasady Hassego”. Jedy-

na nadzieja teorioliczbowcow lezy w tym, ze jest ona skonczona

— pozwoliloby to na sprytne ominiecie jej. Ale to juz zupelnie
inna historia...
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Kroétka historia paradoksu peters-
burskiego i jego wczesnych roz-
wigzan

Jakub Golik
Politechnika Gdanska

Poczatki teorii prawdopodobienstwa siegaja siedemnastego
wieku, kiedy to we Francji hazard oraz gry losowe cieszyly sie
duza popularnoscia, w szczegdlnosci wsréd arystokracji. Pewien
francuski pisarz, Antoine Gombaud, znany réwniez jako Chava-
lier de Mere, mial znaczacy wplyw na rozwdj teorii prawdopo-
dobienstwa. Poprosit on dwéch najbardziej znanych matematy-
kéw jego czasow tj. Pascala oraz Fermata o matematyczna po-
moc przy grach hazardowych. Jego prosba zaowocowala p6zniej-
szg korespondencja pomiedzy dwoma wybitnymi matematyka-
mi dotyczaca problematyki gier. Co jest szczegdlnie interesujace,
wyrazenie ,prawdopodobienistwo” nigdy nie pojawilo sie w ich
korespondencji. Gtéwna rada, jaka Pascal i Fermat dali Gom-
baud, bylo uzycie wartosci oczekiwanej wygranych. Byla to bar-
dzo wazna sugestia, poniewaz dala ona poczatek przekonaniu, ze
podejmowanie racjonalnych decyzji w warunkach ryzyka powin-
no opiera¢ sie wlasnie na wartoéci oczekiwanej.

Korespondencja Pascala z Fermatem przyczynila sie do po-
wstania po6zniejszych publikacji dotyczacych prawdopodobieni-
stwa. Christian Huygens odwiedzajac Paryz w 1655 roku dowie-
dziat sie o niej i po powrocie do Holandii napisat bardzo wazny
traktat o prawdopodobienstwie, ktéry zostal p6zniej przettuma-
czony na tacine. Wersja tacinska zostata bardzo dobrze przyjeta
przez matematykow tamtego okresu i zostata dalej przettumaczo-
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na na wiele innych jezykéw. Praca Huygensa byla przez prawie
pol wieku jedyna szeroko dostepna praca dotyczaca prawdopo-
dobienstwa.

6.1 Zaklad Pascala i geneza pojecia
,whieskonczonego zysku”

Blaise Pascal po swoim drugim duchowym nawrédceniu w listo-
padzie 1654 zaprzestal badan w dziedzinie matematyki oraz fizy-
ki i skupit sie na rozwazaniach teologicznych oraz filozoficznych.
Sformulowal on w tamtym czasie niezwykle ciekawy i prowokuja-
cy argument majacy potwierdzaé istnienie Boga. W dzisiejszych
czasach nazywany jest on zakladem Pascala i jest jednym z naj-
bardziej znanych zagadnien teologii filozoficznej.

Zaklad Pascala bazuje na zalozeniu, ze albo ktos wierzy w
Boga albo nie wierzy, bez mozliwosci posredniej. W zwiazku z
tym mozna na ten zaklad spojrzeé jak na loterie prosta z dwoma
swyborami” oraz dwoma ,przypadkami” o nieznanych prawdo-
podobienstwach. Niech E bedzie przypadkiem reprezentujacym
istnienie Boga i p prawdopodobienstwem wystapienia przypad-
ku E (zaklad Pascala przyjmuje, ze p jest dodatnie - moze by¢
infinitezymalne, ale musi by¢ rézne od zera). Wtedy, niech nE
oznacza przypadek nieistnienia Boga. Dwa wybory oznaczone sg
nastepujaco: B - wierzy¢; oraz nB - nie wierzy¢. Ponizsza tabela
podsumowuje zaklad wraz z jego potencjalnymi ,,uzytecznoscia-
mi” (w kontekscie rezultatéw i korzysci z nimi zwiazanych), gdzie
uy, ug, ug i ug oznaczaja uzytecznosci dla kazdego z czterech
mozliwych rezultatéw.

Tabela 6.1: Zaklad Pascala

E | nE
B 00 | U
nB | us | us

Pascal argumentowal, ze jezeli czltowiek zaakceptuje istnienie
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Boga i w niego uwierzy, moze spodziewa¢ sie zycia wiecznego. W
zwiazku z tym oczekiwana uzytecznosé takiego przypadku jest
nieskoniczona. Z drugiej jednak strony, jezeli czlowiek odrzuci
istnienie Boga i ostatecznie okaze si¢ by¢ w bledzie, wtedy traci
szanse na zycie wieczne. Bez wzgledu na rozwazany przypadek,
mozna zatozy¢, ze kazdy poziom uzytecznosci uq, us i us, poza
przypadkiem istnienia Boga i wiary w niego, jest skonczony. Na
podstawie powyzszych zalozen, mozna tatwo wyznaczyé¢ oczeki-
wane uzytecznosci dwoch wyboréw: B - wiary w Boga; oraz nB
— braku wiary.

EB)=pxoco+(1—p)xu =00

EnB)=pxus+ (1 —p) xXus=uy

Pomimo, ze wartosci numeryczne pozioméw uzytecznosci uy, usg,
us 1 uq sa nieznane i niemozliwe do obliczenia, pewne jest, ze sg
skonczone. W zwiazku z tym:

ug € 00 < E(nB) < E(B)
Bazujac tylko na obliczonych wartoSciach oczekiwanych, kazdy

racjonalny czlowiek powienien wierzy¢ w Boga.

Pomimo, ze zaklad jest przede wszystkim zagadnieniem roz-
wazanym przez filozoféw i teologéw, a nie matematykéw, wskazu-
je on mozliwosé otrzymania nieskoriczonego zysku w grze losowej,
co stanowi glowne zagadnienie paradoksu petersburskiego.

6.2 Pie¢ probleméw Nicolasa
Bernoulliego

Paradoks petersburski zostal stworzony przez Nicolasa Bernoul-

liego (1687 - 1759), jednakze w innej formie niz ta znana dzi-

siaj. Nicolas byl bratankiem znanego Jakuba Bernoulliego (1655
- 1705), tworcy traktatu o teorii prawdopodobienistwa uwazanego
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za krok milowy w tej dziedzinie. Pierwsza wersja paradoksu po-
jawila sie w liscie Nicolasa do francuskiego matematyka Pierre’a
de Montmort’a (1678 - 1719). Bernoulli, ktéry od dluzszego cza-
su korespondowat z de Montmort’em, wystal mu w liscie z dnia
9 wrzednia 1713 pie¢ problemdéw matematycznych, ktore pdzniej
ukazaly sie w drugiej edycji znanej ksiazki de Montmorta doty-
czacej gier hazardowych.

Dwa ostatnie problemy (czwarty i piaty) sa istotne z punktu
widzenia paradoksu petersburskiego.

Czwarty problem

Gracz A obiecuje da¢ graczowi B korone (monete), jezeli ten: wy-
rzuci sze$é¢ oczek zwyczajna kostka do gry w pierwszym rzucie,
dwie korony, jezeli wyrzuci szostke w drugim rzucie, trzy korony,
jezeli wyrzuci w trzecim rzucie, cztery, jezeli w czwartym itd.
Szukamy oczekiwan gracza B.

Rozwiazanie tego problemu mozna latwo uzyskaé¢ za pomoca
wartosci oczekiwanej.

1S (5)”1 11
N =-— - -6
6; 6 6(1,5)2

Pigty problem

Analogicznie do poprzedniego problemu, rozwazamy sytuacje,
gdy gracz A obieca da¢ graczowi B ilo$¢ koron okreslona przez
nastepujace ciagi:

a) 1,2,4,8,16, ... albo

c) 1,4,9, 16, 25, ... albo

)
b) 1,3,9,27, ... albo
)
d)

1,8, 27, 64, ...
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zamiast 1, 2, 3, 4, 5, ... jak poprzednio.

Powyzsze ciagi moga by¢ przedstawione analogicznie do czwar-
tego problemu tj.

()  an— 2! IS ()T
" 6 6

1 00 5 n—1
_ on—1 n—1

(d) an =n> = lins > "
" 62" \6

Rozwiazanie piatego problemu nie jest takie proste, poniewaz w
przypadku (a) oraz (b) warto$¢ oczekiwana nie istnieje (a przy-
najmniej nie jest skoficzona), jako ze odpowiednie szeregi sa roz-
biezne. Z drugiej strony, szeregi z podpunktéw (c) oraz (d) sa
zbiezne, mozemy zatem obliczy¢ warto$¢ oczekiwana.

P. R. de Montmort nie zainteresowal sie¢ problemami otrzy-
manymi od Bernoulliego i w odpowiedzi swierdzil, ze moga one
by¢ rozwiazane poprzez zastosowanie metody sumowania szere-
gbéw opracowanej przez zmartego wujka Nicolasa - Jakuba Ber-
noulliego. Dnia 20 lutego 1714 Nicolas wystal kolejny list za-
wierajacy jego rozwiazania problemow. Dla czwartego problemu
poprawnie zsumowal zbiezny szereg otrzymujac sume réwna 6.
Jednakze, gdy probowal on zastosowaé te metode do pierwsze-
go przypadku z piatego problemu, otrzymal wynik réwny —%
w efekcie sumujac szereg rozbiezny. Uznatl to za sprzeczno$é, co
poskutkowalto blednymi préobami rozwiazania problemu.

Pomimo nieskutecznych prob rozwigzania tej sprzecznodci,
wnioski wysnute przez Nicolasa byly istotne z punktu widzenia
dalszych rozwazan nad problemem. Argumentowal on, ze uczci-
wa warto$¢ oczekiwania nie musi by¢ suma sktadowych oczeki-
wan, poniewaz niektore przypadki z bardzo malym prawdopo-
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dobienstwem powinny zostac odrzucone i traktowane jako zero.
Niemniej jednak, trzeba zdaé sobie sprawe, ze niewazne jak mato
znaczace moze wydawaé sie prawdopodobienstwo pewnych zda-
rzen, wygrana z nimi zwigzana moze znaczaco wplywac na konco-
wy wynik oczekiwan. Bernoulli i wielu jego nastepcéw uznawalo
paradoks za swoistg rozbiezno$é¢ pomiedzy powszechnie akcep-
towanym uzyciem wartosci oczekiwanej do oceny gier losowych,
a wladciwym (zyciowym) oczekiwaniem zwrotu w takich grach.
W ostatniej odpowiedzi do Nicolasa, de Montmort zaakceptowal
jego rozumowanie, jednakze sklanial si¢ bardziej ku stusznosci
wartosci oczekiwanej. Niemniej jednak, zasugerowat w dyploma-
tyczny sposéb, ze jedyna kompetentna osoba do dalszych badan
nad tym problemem jest wlasnie sam Nicolas. Pomimo dalszych
prob zainteresowania de Montmort’a tematem, nie wnidst on juz
nic znaczacego do rozwazan przed swoja $mierciag w 1719.

Rozwazmy teraz problem przedstawiony de Montmort owi.
Niech poszukiwana warto$é oczekiwana bedzie wyrazona poprzez
uzycie rozbieznego nieskoriczonego szeregu skonczonych oczeki-
wan:

> p(n)a(n) (6.1)

Powyzsze wyrazenie jest skonstruowane w taki sposéb, ze: p(n)
oznacza prawdopodobieristwo wygranej w n-tej prébie; a(n) ozna-
cza wygrana kwote; przy czym {a(n)} jest rosnacym ciagiem, a
{p(n)} malejacym.

Nicolas Bernoulli zasugerowal zamiane ciagu {p(n)} na inny
ciag {p(n)}, taki, ze nowo stworzony szereg:

> b(n)a(n)

n=1

bedzie zbiezny. Pomyst polegal na zastapieniu bardzo maltych
prawdopodobienstw w ciagu {p(n)} zerem. Innymi stowy, pole-
galo to na ,ucieciu ogona” ciagu {p(n)} dla n wiekszych niz jakas
wartos$é m.
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6.3 Wktltad Gabriela Cramera

Forma, w jakiej znamy paradoks dzisiaj, zostala stworzona przez
szwajcarskiego matematyka Gabriela Cramera, ktéry mial naj-
wiekszy wplyw na rozwoj paradoksu petersburskiego w jego weze-
snym etapie. W lidcie do Nicolasa Bernoulliego z 21 maja 1728
zasugerowal on alternatywne rozwiazanie problemu opisanego
rownaniem W przeciwienstwie do tego co zasugerowal Ni-
colas, Cramer zaproponowal analogiczne rozwiazanie polegajace
na zastapieniu ciagu {a(n)} innym ciagiem {a(n)}, takim, ze
szereg

" pn)a(n) 6.2)
n=1

bedzie zbiezny. Jednakze, jednym z najwazniejszych elementow
listu bylo uproszczenie piatego problemu Nicolasa. Cramer zasu-
gerowal zastapienie szesciennej kostki do gry dwustronna (zwy-
czajna/uczciwa) moneta oraz zamiane rél Gracza A oraz Gracza
B. W rezultacie, jezeli Gracz A wyrzuci pierwsza reszke za n-tym
razem, wyrzuciwszy wczesniej pod rzad n — 1 ortéw, dostanie on
27~ koron (monet) od Gracza B, gdzie n = 1,2,3,.... Latwo
zauwazy¢, ze oczekiwania Gracza A moga zostaé formalnie wy-
razone przy pomocy szeregu [6.1}
Dzieki uproszczeniu Cramera mozemy teraz sformulowaé wspot-

czesng wersje paradoksu petersburskiego opublikowang pdzniej
przez Daniela Bernoulliego:

Piotr rzuca monetq tak dlugo, az wypadnie reszka. Zgadza sie
daé Pawlowi jednego dukata, jezeli sam wyrzuci reszke w pierw-
szym rzucie, dwa dukaty, jezeli wyrzuci w drugim, cztery, jezeli
w trzecim, osiem, jezeli w czwartym i tak dalej, w taki sposob, ze
z kazdym nastepnym rzutem liczba wyplacanych dukatow jest po-
dwajana. Zatoimy, ze chcemy okreslic wartosé oczekiwarn Pawla.

Cramer uznal za paradoks fakt, ze wedlug obliczen Gracz A
powinien zaptaci¢ Graczowi B nieskonczona sume pieniedzy aby
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wziaé udzial w grze. Argumentowal, iz jest to absurd, poniewaz
zaden rozsadny czlowiek nie zaplacitby wiecej niz 20 koron by
wzia¢ udzial w grze. Jego dalsze rozumowanie jest czgsto cyto-
wane w literaturze dotyczacej tego zagadnienia:

»Jaka jest przyczyna rozbieinosci pomiedzy matematycznymi ob-
liczeniami a zwyczajng oceng? Spowodowane jest to tym, ze ma-
tematycy warto$ciujg pienigdze w stosunku do ich ilosci, a roz-
sqdni ludzie wartoSciujg je w stosunku do pozytku jaki mogq z
nich uzyskac.”

Podobne rozumowanie przedstawil Daniel Bernoulli w kontekscie
wyzej zacytowanej wersji paradoksu.

»- - Pomimo, Ze standardowe obliczenia wskazujg, Ze wartosé
oczekiwan Pawla jest nieskonczenie wielka, musimy przyznad,
ze kazdy w miare rozsqgdny czlowiek z wielkqg przyjemnosciq za-
placitby za takq szanse dwadzieScia dukatow.”

Inng uwage, jednakze troche ostra, sforumowal przyjaciel i kore-
spondent Cramera - francuski naturalista G. L. L. Buffon (1707-
1788).

»Okgpiec jest jak matematyk - obydwoje oceniajg wartosé pienie-
dzy po ich numerycznej ilosci.”

Cramer kontynuowal swoje rozwazania nad problemem wska-
zujac na fakt, ze to, co powoduje nieskoriczona wartosé oczeki-
wang, to mozliwo$¢ wygrania niewyobrazalnej kwoty pieniedzy,
jezeli gracz nie wyrzuci reszki do bardzo pdznej proby np. do
setnego lub tysiecznego rzutu. Co wiecej, Cramer uwazal, ze dla
rozsadnego czlowieka nie powinno by¢ warte mniej lub nies¢ za
soba mniej przyjemnosci, gdyby mozliwa wygrana byla ograni-
czona do 10 lub 20 milionéw koron. Bazujac na swoim zaloze-
niu, postanowil on policzyé¢ oczekiwania zgodnie z szeregiem [6.2)
dla ograniczonej ilosci koron do 224 = 16777216. W zwigzku z
POWYZSzym, Suma szeregu (ktéry jest teraz skoriczony) jest
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oczywiscie skoriczona i réwna 13. Cramer nazwal swédj wynik
,moralna wartoscia bogactwa”, co wspolczesni ekonomisci na-
zwaliby uzytecznoscia pieniadza.

Gabriel Cramer uznatl osiagniety wynik za zbyt wysoki i pro-
bowat go zmniejszy¢ poprzez wprowadzenie alternatywnego zato-
zenia. Zasugerowal, ze 100 milionéw przynosi wiecej przyjemno-
$ci niz 10 milionéw, ale na pewno nie 10 razy wiecej. W zwiazku
z tym zasugerowal, ze moralna warto$¢ bogactwa powinna zostaé
wyrazona poprzez pierwiastek kwadratowy wartosci oczekiwane;j.

6.4 Pochodzenie nazwy paradoksu
i okolicznosci jego pierwszej
publikacji

Gdy Nicolas Bernoulli otrzymal od Gabriela Cramera uproszczo-
na wersje swojego problemu, postanowil przedstawié¢ ja swojemu
kuzynowi Danielowi Bernoulliemu, ktéry byl w tym czasie profe-
sorem matematyki na uniwersytecie w Petersburgu. Dnia 27 paz-
dziernika 1728 Nicolas wystal swojemu kuzynowi czwarty i piaty
problem w uproszczonej wersji Cramera. Z poczatku Daniel Ber-
noulli nie byt nimi zainteresowany i uznal je za bardzo proste,
cho¢ troche paradoksalne. W odpowiedzi do Nicolasa napisatl, ze
prawdopodobienstwo, iz gra potrwa dluzej niz 20 lub 30 rzutow,
jest niezmiernie mate. Nicolas odrzucil argumentacje swojego ku-
zyna, co sklonilo Daniela do ponownego zastanowienia si¢ nad
problemami. Pézniej Daniel Bernoulli wystal do Nicolasa memo-
ir, w ktérym rzucil nowe Swiatto na problem. Zasugerowal on,
ze poczatkowe bogactwo gracza réwniez powinno by¢ wziete pod
uwage przy wyznaczaniu jego oczekiwan. W zwiazku z sugestia
Daniela, Nicolas uznal, ze polaczenie jego sugestii wraz z suge-
stig Gabriela Cramera moze przyczyni¢ sie do doktadniejszego
sposobu odrzucania matych prawdopodobienstw.

Paradoks petersburski zawdzigcza swoja nazwe miejscu jego
pierwszej oficjalnej publikacji. Poza wzmianka o korespondencji z
Nicolasem Bernoullim z 1713 w ksiazce de Montmort’a, wszyst-
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ko wskazuje na to, ze problem nie zostal opublikowany przed
rokiem 1738. W 1731 Daniel Bernoulli wystal swoj memoir do
publikacji w czasopismie Commentarii Akademii Petersburskiej,
ktéry zostal oficjalnie opublikowany dopiero siedem lat pdzniej
w 1738.

Daniel w swoim memoir wprowadzil bardzo wazna hipoteze,
ktéra stanowi podstawe teorii marginalnej uzytecznosci szereko
stosowanej we wspolczesnej ekonomii. Zasugerowal, ze aby okre-
§li¢ wartosc¢ ryzyka dla konkretnej osoby, nie wystarczy zastoso-
waé wartosci oczekiwanej. Co wiecej, stwierdzil, ze w rzeczywi-
sto$ci mozliwoé¢ wygrania danej sumy pieniedzy nie jest rownie
istotna dla réznych oséb, ale jest raczej wzgledna w stosunku do
obecnego poziomu ich bogactwa (majatku). W zwiazku z powyz-
szym zdefiniowal nastepujaca hipoteze:

»Teraz jest wielce prawdopodobne, Ze jakikolwiek przyrost bogac-
twa, niewazine jak bardzo mieznaczqcy, bedzie zawsze skutkowat
wzrostem uzytecznosci, ktora jest odwrotnie proporcjonalna do
dobr juz posiadanych.”

Powyzsza hipoteze mozna zapisa¢ w jezyku matematycznym za
pomoca nastepujacej pochodnej:
dy = kd—x
x
gdzie dy oznacza przyrost uzytecznosci dla danej osoby, & ozna-
cza jej obecne bogactwo oraz dzr otrzymanie dodatkowej sumy
pieniedzy, nastomiast k > 0 jest subiektywnym czynnikiem pro-

porcjonalnosci ustalonym dla danej osoby. Aby wyznaczy¢ y mu-
simy scatkowaé¢ powyzszy wzor w nastepujacy sposob:

y:k/ g (6.3)
0 X a

gdzie a (wymagamy, by a > 0) oznacza poczatkowe bogactwo.

Nastepnie, niech a bedzie oznaczaé¢ poczatkowe bogactwo osoby,
ktora gra w gre w ktorej kwota a,, moze by¢ wygrana z prawdopo-
dobiefistwem p,, dlan =1,2,3,... oraz y ., p, = 1. Jego war-
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to$¢ oczekiwana jest prosta do otrzymania i réwna: Y~ | ppan.
Jednakze, wedlug hipotezy Bernoulliego, ktora nazwal ,Srednig
uzytecznoscia”, jest ona réwna:

pod warunkiem zbiezno$ci szeregu.

,Srednia uzytecznoéé” Bernoulliego zostala pé7niej nazwana, ,,mo-
ralnym oczekiwaniem” przez Pierre’a Simon’a de Laplace’a (1749-
1827).

Teoria Daniela zostata odrzucona przez Nicolasa, ktéry upie-
ral sie, ze stawka gry losowej musi by¢ wyznaczona obiektywnie.
Ponadto zauwazyt, iz gdyby teoria Daniela zostata wprowadzo-
na do gry, kazdy gracz musialby zaptaci¢ Piotrowi inng stawke
by wzia¢ w niej udzial, podczas gdy potencjalne ryzyko Piotra
pozostaloby takie samo.

6.5 Super-paradoks petersburski
Mengera

Rozwiazanie Cramera-Bernoulliego nie przeszto préby czasu. Zo-
stalo ono obalone przez Carla Mengera (1840-1921) - austriackie-
go ekonomiste, ktéry skonstruowal kontrprzyklad nazwany poz-
niej przez innego ekonomiste Paula Anthony’ego Samuelson’a
(1915-2009) super-paradoksem petersburskim. Menger pokazal,
ze zastosowanie ,wystarczajaco wklestego” przeksztalcenia wy-
granych jest zaledwie warunkiem koniecznym, ale nie wystarcza-
jacym by rozwiaza¢ paradoks.

Pomyst Mengera polegal na zastapieniu wyplaty a(n) = 2"
przez a(n) = 2", ktéra po zastosowaniu wklestego przeksztal-
cenia Bernoulliego In(-) do d(n) przywracala paradoks. To samo
moglo zostaé¢ zrobione w przypadku rozwiazania Cramera po-
przez zastapienie a(n) = 2" wyrazeniem a(n) = (27)°. W ten
sposob, stosujac przeksztalcenie Cramera z uzyciem pierwiast-
ka kwadratowego 1/a(n), paradoks znéw powraca. W ogdlnoscei,
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kontrprzyktady Mengera pokazuja, ze dla kazdej rosnacej i nie-
ograniczonej funkcji uzytecznoéci, mozna znalezé takie rosnace
przeksztalcenie, ze przeksztalcone wygrane zbiegaja szybciej do
nieskonczonoéci niz prawdopodobienstwa zbiegaja do zera. Carl
Menger byt pierwsza osoba, ktéra sformutowata i udowodnita wa-
runek konieczny i wystarczajacy na unikniecie wystapienia para-
doksu petersburskiego. Gtéwnym wkladem Mengera do rozwia-
zania paradoksu petersburskiego bylo pokazanie, ze warunkiem
koniecznym jest ograniczonosé¢ funkcji uzytecznosci. Inymi stowy
pokazal, ze gra typu paradoks petersburski ma skoriczone roz-
wiazanie tylko wtedy, gdy funkcja uzytecznosci (wygranych) jest
ograniczona. Wyzej wspomniany Paul Samuelson nazwal wkiad
Mengera ,skokiem kwantowym” w analizie paradoksu petersbur-
skiego.

Zadziwiajacy jest fakt, ze paradoks petersburski musial cze-
kaé¢ tak dlugo na sformulowanie przez Mengera warunkéw ko-
niecznych i wystarczajacych na jego unikniecie. Wedtug Chri-
stiana Seidl’a (Seidl, 2013) byto to spowodowane pojmowaniem
naukowcow tamtych czaséw uwazato uzytecznosé za co$ ,zauwa-
Zalnego, niezmiennego i interpersonalnie poréwnywalnego” (Dut-
ka, 1988). Dopiero w 1906 po raz pierwszy wloski ekonomista
Vilfredo Pareto stwierdzil, ze uzytecznosé¢ jest nieporéwnywalna
interpersonalnie.
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Patryk Jasniewski
Politechnika Gdanska

7.1 Hipoteza Catalana i dowéd
Mihailescu (2003)

W 1844 roku Eugene Catalan postawil hipoteze, iz nie ma innych
kolejnych poteg liczb catkowitych o wykladniku wigkszym od 1
oprécz 8 = 2319 = 32. Problem mozna sformutowaé nastepujaco
w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 7.1 (Twierdzenie Mihiilescu). Niech x,y € Z\{0}
oraz p,q € Z, p,q > 1. Réownanie zP — y? = 1 ma nastepujgce
jedyne rozwigzania: T = 3,y = 2,p = 2,q = 3.

Problem przez ponad poéttora wieku pozostawal nierozstrzy-
gniety. Jego rozwiazanie przedstawil w 2003 roku matematyk
Preda Mihailescu. Dowdd tej hipotezy opiera si¢ na dowiedzio-
nych przez Mihailescu trzech twierdzeniach. Ich uzasadnienie ko-
rzysta z teorii Galois i teorii cial cyklotomicznych, ktérych nie
bede przedstawial z powodoéw ograniczen w objetoéci i wyso-
kie skomplikowanie rozumowan przeprowadzonych w dowodach
twierdzen pomocniczych. Podamy jednakze ich sformulowanie:

Twierdzenie 7.2. Niech z,y € Z\ {0} oraz p,q € Z, p,q > 1
oraz dane jest réwnanie ¥ — y? = 1. Wtedy p?~! = 1 (mod ¢?)

lub ¢~ =1 (mod p?).
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Twierdzenie 7.3. Niech z,y € Z\ {0} oraz p,q € Z, p,q > 1
oraz dane jest réwnanie P — y? = 1. Wtedy p = 1 (mod q) lub
g=1 (mod p).

Twierdzenie 7.4. Niech xz,y € Z\ {0} oraz p,q € Z, p,q > 1
oraz dane jest réwnanie P —y9 = 1. Wtedy p < 4q¢* lub q < 4p>.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia Mihailescu udo-
wodnimy pewien prosty lemat.

Lemat 7.5. Jesli zv=1 = 1 (mod y?) i x = 1 (mod y), to
r =1 (mod y?).

Dowdd. Wiemy, ze x = 1 (mod y), tzn. ze istnieje I € Z, spel-
niajace: x = ly + 1. Podnoszac to wyrazenie do potegi y — 1
otrzymujemy, ze:

27t = (ly+1)v!
1 1
= Uy (YTt (YT )y 1
1 y—2
= (y—1{y) +1 (mod y?),
czyli x = —ly + 1 (mod y?). Wiemy, ze 2~ = 1 (mod y?),
a zatem —ly = 0 (mod y?). Z tego wynika, ze y|l, a zatem z
réwnoéci x = ly + 1 otrzymujemy: x = 1 (mod y?). O

Dowdd twierdzenia Mihdilescu. Przypadek ¢ = 2 zostal rozpa-
trzony w 1850 r. przez V. Lebesgue’a, za$ przypadek p = 2 -
przez Ko Chao w 1965r.

Zauwazmy, ze wystarczy rozpatrzy¢ réwnanie tylko ze wzgledu
na p i ¢ bedace nieparzystymi liczbami pierwszymi. Istotnie, je-
sli wyktadniki sa zlozone, to zawsze mozna je rozlozy¢ tak, by
czynnikiem byla liczba pierwsza. Z wlasnosci dzialan na pote-
gach mozna zatem sprowadzi¢ problem do rozpatrywania niepa-
rzystych i pierwszych wyktadnikéw.

Réwnanie to jest symetryczne ze wzgledu na p i ¢ (uktad (z,y, p, q)
mozna zamieni¢ na (—y, —x,q,p)). Wystarczy zatem bez straty
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ogoblnosci rozpatrywadé jedng z mozliwosci podanych w tezach po-
wyzszych twierdzen. Z twierdzeii[7.2} [7-3]oraz lematu[7.5 wynika,
ze p=1 (mod y?), czyli istnieje k € Z, takie, ze p = kq®> + 1. Z
twierdzenia [7.4 mamy, ze p = kq® + 1 < 4¢2. Z tego za$ wynika,
ze k € {1,2,3}. Przypadek k = 1 oraz k = 3 nalezy odrzucié,
poniewaz dla tych k liczba p = kg + 1 jest parzysta, a to jest
niemozliwe, bo ¢ jest liczba nieparzysta. Zatem p = 2¢% + 1. Nie-
trudno zauwazy¢, ze jedli ¢ nie dzieli sie przez 3, to 2¢2 +1 =0
(mod 3) iz tego, ze p jest liczba pierwsza, musialoby zachodzié,
ze p = 3, co dawaloby, ze ¢ = 1 — sprzecznoéé. A zatem 3|q,
czyli ¢ = 3 (bo q jest liczba pierwsza). Wtedy p = 2¢ + 1 = 19.
Na mocy twierdzenia mamy, ze 3% = 1 (mod 19?), co jest
nieprawda (sprawdzenie zostawiam jako proste ¢wiczenie). Owa
sprzecznos¢ konczy dowdd twierdzenia. O

7.2 Przypadek q=2

Zajmiemy sie teraz réwnaniem 2P —y? = 1, gdy z,y € Z\{0} oraz
p € Z, p > 1. Wykazemy, ze nie ma takich x,y, p, aby réwnanie
bylo spelnione. Zanim przejdziemy do dowodu, pozostawie pie¢
prostych ¢wiczen dla Czytelnika, z ktérych bedziemy korzystacé
w dowodzie.

Cwiczenie 7.6. Piericieni Z[i] jest pierscieniem z jednoznacz-
nosciq rozktadu.

Cwiczenie 7.7. W pierscieniu Z[i) mamy, ze (141)|(a+bi) <=
a=b (mod 2).

Cwiczenie 7.8. Niech y bedzie liczbg calkowitq parzystq. Wtedy
elementy 1 + iy oraz 1 — iy sqg wzglednie pierwsze w pierscieniu
Z[i].

Cwiczenie 7.9. Niech x,y, z nalezq do pierscienia z jednoznacz-
nosciq rozkladu, elementy y oraz z bedqg wzglednie pierwsze oraz
P = yz. Wtedy y = aP oraz z = bP dla pewnych elementow
wzglednie pierwszych a,b z tego pierscienia.
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Cwiczenie 7.10. Niech vp(n) oznacza wykladnik, z jakim liczba
pierwsza p wchodzi w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n.
Niech x,y € Z. Mamy, ze vy(zy) = vp(x)+vp(y), a takze vy () =
vp(x) — vp(y) oraz, Ze vy(x) >0, jesli x € Z.

Twierdzenie 7.11. Niech z,y € Z \ {0} orazp € Z, p > 1.
Wtedy réwnanie P — y? = 1 nie ma rozwigzan.

Dowdd. Réwnanie dane w tezie zapiszmy w postaci nastepujacej:
P =y? + 1.

Redukujac je modulo 4 mamy, ze x jest liczba nieparzysta, a y
parzysta. Rozpatrzymy je w pierScieniu Z[i]. Mamy, ze 2P = (1+
1y)(1—1iy). Z powyzszej obserwacji, éwiczenia c’wiczeniai
¢wiczenia [7.9] odpowiednio, wnosimy, ze 1+iy = ¢? i 1 —iy = ¢".
Dodajac obie réwnoéci stronami mamy, ze:

2= (c+o) (P ...+, (7.1)

Wiadomo, ze ¢ + ¢ jest liczbg catkowita parzysta, albowiem roz-
wazania prowadzimy w odniesieniu do Z[i]. W zwigzku z tym i
z (7.1) mamy, ze c+¢ =2, czyli c = £(1 4 bi). Z widaé, ze
¢ =1+bi, b € Z. Co wigcej, z ¢wiczenia [7.7] wiemy, ze 1 + ¢ nie
dzieli 1+ iy, poniewaz y nie jest tej samej parzystosci, co 1, czyli
takze 1+ nie dzieli ¢ = 1+bi, zatem b nie jest tej samej parzysto-
Sci co 1, tzn. b jest liczba parzysta. Podstawiajac 1+ bi w miejsce
¢ 11— bi w miejsce ¢ otrzymujemy, ze (1 + bi)? + (1 — bi)? = 2,
réwnowaznie

(g) (bi)? + (Z) (i)t + ...+ (pf 1)(bi)”1 =0.

Pokazemy teraz, ze va( () (bi)*) > v2((5) (bi)?). Z éwiczenia
wynika, ze nalezy pokazad, iz:

Vs ((i) (’2’) _1(bi)k2> > 0. (7.2)
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Nietrudno zauwazy¢, ze:
v2(2(0)F72) 2 k — 1 > logy k = vo(k) = vo(k(k+1))  (7.3)

Zatem, z (7.3) i z wlasnosci podanych w éwiczeniu otrzy-

mujemy:

(D) o) =) mrnon) -
— 0 ((Z - Z)) +ua(2060)F2) — va(k(k + 1)) > 0,

a to nalezalo pokazaé. Jesli b # 0, to z otrzymujemy, ze z
jednej strony 2 znajduje sie w rozkladzie na czynniki pierwsze
lewej strony réwnosci z dodatnim wyktadnikiem, za$ po prawej
stronie réwnosci mamy 0, co oznacza, ze sytuacja jest nie-
mozliwa. Zatem b = 0, z czego mamy, ze ¢ = 1, czyli y = 0, co
prowadzi do sprzecznosci, albowiem z zalozenia y jest niezero-
we. O

7.3 Przypadek p=2

Zajmiemy si¢ teraz réwnaniem 2% — y? = 1, gdy z,y € Z \ {0}
oraz q € Z, q > 1. Zanim przejdziemy do rozwazan, pozostawie
dla Czytelnika kilka ¢wiczen, z ktorych bedziemy korzysta¢ w
dowodzie.

Cwiczenie 7.12. Niech liczby calkowite z,y bedg wzglednie pzerw—
sze oraz niech q bedzie liczbg pierwszq. Witedy NW D(x—vy, xm_z )lg.

Cwiczenie 7.13. Niech q bedzie liczbg pierwszq. Jesli x4 —y9 =
2, tox =1,y =—1.

Lemat 7.14. Nzech z,y € Z\ {0} oraz q € Z, ¢ > 3. Dane
jest réwnanie 2 — yd = 1. Wtedy istniejg a,b € Z takie, Ze
NWD(2a,b) =1, z — 1 =29"ta? oraz z + 1 = 2b9.
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Dowdéd. Lemat wystarczy rozpatrywaé dla pierwszych ¢, co wy-
nika z dzialan na potegach. Zapiszmy rownanie w postaci y? =
(x—1)(z+1). Nietrudno zauwazyé, ze NW D(z—1,z+1) € {1,2},
co pozostawiam jako proste ¢wiczenie. Jedli x jest liczba parzy-
sta, to wéwczas NWD(x—1,z+1) = 1, a zatem z éwiczenia
mamy, ze x — 1 = d? oraz x + 1 = e? dla pewnych d,e € Z. Z
¢wiczenia[7.13|wynika, ze 1—1 = —1liz+1 =1, czyliz = 0, réw-
nanie jednak rozpatrujemy dla niezerowych x. Z tego wynika, ze
x jest nieparzyste, a woéwczas y jest parzyste. Z tego wynika, ze
29(x—1)(x+1),ale NWD(x— 1,z +1) = 2, zatem, zmieniajac
znak z, gdy to potrzebne, mozemy przyjaé, ze x = 1 (mod 4) i

wtedy (£=1)(ZH) = (4)%. Namocy powyzszych rozwazai liczby
2””;_11 i “";1 sg wzglednie pierwsze, a zatem, z ¢wiczenia ist-
niejg liczby catkowite wzglednie pierwsze a, b takie, ze 5= = a?
oraz ZEH = p?. Zatem x — 1 =29"1a% i 2 + 1 = 2b? dla pewnych

a, b takich, ze NWD(2a,b) = 1. O

Lemat 7.15. Niech x,y € Z\ {0} oraz q € Z, q > 3. Dane jest
réwnanie ¥? — y? = 1. Wtedy x =0 (mod q).

Dowdd. Lemat wystarczy rozpatrywaé dla pierwszych ¢, co wy-

nika z dziatan na potegach. Réwnanie zapiszmy w postaci 22 =
q q

Y9+ 1= (y+1)(¥EL). Przypusemy, 2e NWD(y + 1, 245y = 1.

2

y+1 T ytl
Wéwezas z éwiczenia i éwiczenia mamy, ze y + 1 = u?.

Widaé, ze y jest liczbg parzysta, zas u nieparzysta, a takze,
ze y 1 u sa wzglednie pierwsze. Rozpatrzymy réwnanie Pella
X? — yY? = 1. Réwnanie to spetniaja pary liczb (x, y%) oraz
(u,1). Lewa strona réwnosci jest norma dla pierscienia euklide-
sowego Z[,/y]. Mozna wykazaé (co pozostawiam jako trudniejsze
¢wiczenie), ze generatorami jednosci tego pierscienia sa +1 oraz
u+ /y. Zatem:

r+yT = (u+ N (7.4)

dla pewnego m € Z. Elementem odwrotnym do u + ,/y w tym
pierécieniu jest —(—u + /y), z czego widaé, ze wystarczy rozpa-
trzy¢ jedynie nieujemne m. Dokonajmy redukeji réwnania ((7.4)

82



Patryk Jasniewski

modulo ideal yZ[,/y]. Otrzymamy, ze

z=u" +mu™ 1y (mod yZ[\/y)).

Z tego, ze 1 i \/y tworza Z-baz¢ grupy addytywnej Z[,/y] wy-
nika, ze y|mu™ 1. Z tego, ze y jest parzyste, a u - nieparzyste
dostajemy, ze m jest parzyste. A zatem:

m
2

T4y T = (ut )" = (U + 2u G +y) (7.5)

Dokonajmy redukcji réwnania (7.5) modulo ideat uZ[,/y]. Otrzy-
mamy, ze T + yq%l =y% (mod uZ[/y]). Na podstawie analo-
gicznych przestanek jak wyzej wnosimy, ze u|y(%1 7 tego, ze y
i u sa wzglednie pierwsze, to (z rozkladu kanonicznego y i u)
wynika, ze powyzsza podzielno$¢ jest mozliwa jedynie dla u = 1.
Wtedy y = 0, co przeczy zalozeniu, iz y jest niezerowe. Zatem
NWD(y+1 M) = ¢, z czego wynika, ze gz i takze q|z,

)yl
poniewaz q jest liczba pierwsza. O

Lemat 7.16. Niech x,y € Z\ {0} oraz q € Z, q > 3. Dane jest
réwnanie 2 — y? = 1. Wtedy v = 3 (mod q).

Dowdd. Lemat wystarczy rozpatrywaé dla pierwszych ¢, co wy-
nika z dzialah na potegach. Majac wynik lematu wystar-
czy wykaza¢ twierdzenie dla ¢ > 5. Z lematu mamy, ze
x—1 = 29"19ix +1 = 2b? dla pewnych a,b takich, ze
NWD(2a,b) = 1. Mamy, ze

b2q7(2a)qzx;172(xf1): <x23>2

Rozktadajac lewa strone réwnosci mamy: (b% — 2a)(l’22;_7(§?1)

(252)2. Praypusémy, e NWD(B? — 2a, S-C0%) — 1. Wow-

b2—2a
czas b? — 2a = . 7Z tego, ze |(b— 1)® — b*| > 2|b] — 1 otrzy-
mujemy 2|a| = [ — b > |(b — 1)% — b?| > 2|b| — 1, zatem

la| > |b]. Z drugiej strony mamy jednak |a|? = I;(;lll < ‘x;l‘ <

@ = |b|?. Powyzsza sprzecznosé ukazuje, ze wg ¢wiczenia[7.12

83



Twierdzenie Mihailescu

NWD(b? — 2a, 172227_#) = ¢ i dlatego q|(%)2, co implikuje,

ze v = 3 (mod q). O

Twierdzenie 7.17. Niech z,y € Z \ {0} oraz q € Z, q > 1.
Dane jest réwnanie 2% — y? = 1. Wtedy q = 3.

Dowdd. 7 lematu[7.15]i lematu[7.16) wprost wynika, ze ¢ = 3. [

7.4 Réwnanie 2> — > =1

Twierdzenie 7.18. Niech z,y € Z \ {0}. Rozwigzaniami réw-
nania 2 —y> =1 sq pary liczb: x = +£3,y = 2.

Dowdd. Réwnanie napiszmy w postaci: ¢ = 22 —1 = (x—1)(z+
1). W jednym z dowodéw powyzej zauwazylismy, ze NW D(x —
La4+1)=11lub NWD(x — 1,z + 1) = 2. Jedli x jest liczba pa-
rzysta, to wowczas NWD(x — 1,2+ 1) = 1, a zatem z ¢wiczenia
mamy7 zexr—1=a’ixz+1=0 Wtedy b —a® =2, cona
mocy ¢wiczenia [7.13] oznacza, ze b = 1ia = —1, zatem z = 0,
co przeczy temu, ze x jest niezerowy.

Niech zatem x bedzie nieparzysty i wéwezas NW D(z—1,z+1) =
2. Z lematu[7.14] (zmieniajac znak x, tak aby z = 1 (mod 4)) ma-
my, ze r — 1 = 2203 i 2+ 1 = 2u®. Odejmujac pierwsze réwnanie
od drugiego otrzymujemy, ze 2u® — 4v® = 2 <= u? — 203 = 1.
Jako ¢éwiczenie z algebry abstrakcyjnej pozostawiam fakt, ze wy-
razenie u® — 2v° jest norma dla pierécienia euklidesowego Z[V/2].
W tym przypadku rozpatrujemy zatem element odwracalny tego
pierécienia € = u — vV/2 € Z[v/2]. Mozna pokazaé (co jest doéé
wymagajace, ale elementarne), ze generatorem grupy jednosci
Z[V/2]* jest element n = /2 — 1, ktérego norma jest réwna 1.
Zatem € = n™ dla pewnego n € Z. Nietrudno zauwazy¢, ze n = 0
lub n = 1, poniewaz element e nie zawiera sktadnika, ktérego
czynnikiem jest /4.
Dlan=0mamy, ze u —vy2=1,tzn.u=1 A v=0= 2 =
1 A y =0, co przeczy temu, ze y jest niezerowy. Zatem n =1 i
woéwezas u — /2 = \3/5—1, tzn.u=v=—-1=2=-3ANy=2.
W rozumowaniu (podobnie jak wczedniej) zmieniamy znak ¢, aby
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x =1 (mod 4), zatem takze z =3 Ay = 2.
Ostatecznie x = 3 Ay = 2. O
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Grupy proskoniczone sa podstawa w konstrukeji wielu obiek-
tow istotnych m.in w teorii grup, teorii liczb i teorii cial. Jednym
z przykladow jest konstrukeja tzw. proskonczonego uzupelnienia
G dla dowolnej grupy G oraz uzyskanie z niego pewnych infor-
macji o wyjsciowej grupie.

Celem tego artykulu jest wprowadzenie pojecia grupy pro-
skoniczonej, przedstawienie jej podstawowych wlasnosci (m.in.
jako grupy topologicznej) oraz wskazanie pewnych zwiazkéw z
grupami skonczonymi. W dalszej czesci zostanie przedstawione
jedno z wazniejszych zastosowan tego obiektu - wyznaczanie grup
Galois dla nieskonczonych rozszerzen cial.

8.1 Wprowadzenie

Grupe proskoriczona mozna zdefiniowaé¢ w sposéb dwojaki - jako
granice odwrotna systemu grup skonczonych lub odwolujac sie
do jej wlasnosci topologicznych (jako grupy topologicznej). Oba
aspekty wymagaja przypomnienia podstawowych definicji.

Definicja 8.1. Grupa topologiczna nazywamy grupe G, kt6-
ra jest jednoczesnie przestrzenia topologiczna, a ponadto dziala-
nia:

GxG > (¢g,h) —» g-h €G
G > g -~ ¢! G

87



Wokét grup proskonczonych

sg ciagte.

Przy badaniu grup topologicznych wymagamy réwniez, aby
homomorfizmy miedzy nimi bytly ciagle. W szczegdlnosci izo-
morfizm grup topologicznych to homomorfizm grup, ktéry jest
homeomorfizmem.

Zauwazmy, ze dowolna grupa rozwazana wraz z topologia
dyskretna jest grupa topologiczna.

Dalsze rozwazania wymagaja réwniez przypomnienia pew-
nych poje¢ teoriomnogosciowych:

Definicja 8.2. CzeSciowo uporzadkowany zbiér (I, <) jest skie-
rowany, jezeli dla dowolnych ¢, j € I istnieje k € I takie, zet < k
oraz j < k.

Przyktad 8.3. Zbior Z wraz z relacjg:
m<n Lg m|n

jest skierowany. Istotnie, dla dowolnych m,n mamy: m,n <
NWW (m,n).

Aby zdefiniowaé¢ formalnie pojecie grupy proskoriczonej ko-
nieczne jest rowniez wprowadzenie technicznego pojecia systemu
odwrotnego oraz granicy odwrotne;j.

Definicja 8.4. Niech (I, <) bedzie skierowanym zbiorem cze-
$ciowo uporzadkowanym. Systemem odwrotnym grup topo-
logicznych nazywamy pare ({G; : i € I} {f} : i <j,i,j € I}),
gdzie:

(i) G, sa grupami topologicznymi,

(ii) dla dowolnych ¢ < j mamy dane ciagle homomorfizmy

grup: ,
flj : Gj — Gi

spekliajace dla dowolnych ¢ < j < k:
fl=ide,  fF=floft.
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Warto w tym miejscu zilustrowaé to pojecie na prostym przy-
ktadzie.
Jesdli:

(i) I =N wraz z relacja podzielnoscei,
(ii) G, = Z/nZ z topologia dyskretna,
(iii) f™ :Z/nZ — 7Z/mZ - kanoniczne rzutowanie dla m|n,

to {Z/nZ}nen, { £ }m<n) jest systemem odwrotnym skoriczo-
nych grup topologicznych.

Definicja 8.5. Niech ({G}:, {f/ }i<;) bedzie systemem odwrot-
nym grup topologicznych. Granicg odwrotng tego systemu na-
zywamy zbidr:

lim G; := {(gz) € HGi 2 filgy) =g Vigg}
iel
bedacy podgrupa w [[,c; Gi.
Granica odwrotna lim G; dziedziczy strukture grupy topo-
—

logicznej jako podgrupa iloczynu kartezjanskiego [[,.; Gi. Po-
nadto homomorfizmy lim G; — G dla wszystkich j € I sa ho-
«—

momorfizmami grup topologicznych, a granica odwrotna spelnia
wlasno$é uniwersalng.

8.2 Grupa proskonczona i jej wlasno-
Sci
Posiadajac przytoczone narzedzia mozemy przejs¢ do formalnego

zdefiniowania grupy proskonczonej.

Definicja 8.6. Grupa proskonczong nazywamy grupe topo-
logiczng otrzymang jako granice odwrotna systemu grup skon-
czonych rozwazanych z topologia dyskretna.
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Jak sie okazuje, podgrupy grupy proskonczonej G maja cie-
kawe wlasnosci zwiazane z ich topologicznym charakterem:

e H C G - domknieta = H - proskonczona,

e N C G - domknieta podgrupa normalna = G/N - pro-
skoniczona z topologia ilorazowa,

e H C G - otwarta & H jest domknigta i ma skonczony
indeks,

e H - normalna i domknieta < jest przecigciem normalnych
podgrup otwartych.

Wykorzystujac podane zalezno$ci tatwo pokazaé ponizsze twier-
dzenie taczace techniczna konstrukcje z topologicznym charakte-
rem grup proskonczonych.

Twierdzenie 8.7. Grupa topologiczna jest proskonczona wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest zwartq, calkowicie niespdjng przestrzenig
Hausdorffa.

Zauwazmy ponadto, ze kazda skonczona grupa jest proskoi-
czona. Intensywnie badane sa réwniez pewne podklasy grup pro-
skonczonych. Na przyktad - dla ustalonej liczby pierwszej p -
pro-p grupy to granice odwrotne systemu p-grup skonczonych.
Ze wzgledu na oczywisty zwiazek grup skonczonych z grupami
proskoniczonymi pewne zagadnienia klasycznej teorii grup moz-
na w prosty sposob przenies¢ na grupy proskonczone. Jednym
z ciekawych przykladéw sa twierdzenia Sylowa sformulowane w
jezyku pro-obiektow. Zainteresowanych czytelnikow odsytam do
ksiazki Wilsona [J.

8.3 Teoria Galois

Gléwnym zadaniem teorii Galois jest przypisanie odpowiedniej
grupy pewnemu rozszerzeniu cial i odczytanie wlasnosci tego roz-
szerzenia z wlasnosci grupy. W tej pracy bedziemy zajmowac sie
tzw. rozszerzeniami Galois.
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8.3.1 Klasyczna teoria Galois
Przypomnijmy niezbedne definicje:

Definicja 8.8. Stopniem rozszerzenia L/K nazywamy liczbe
[L: K] := dimg L. Rozszerzenie L/K nazywamy skoiiczonym,
gdy [L: K] < 0.

Algebraiczne rozszerzenie ciata K C L jest:

e normalne, gdy wielomian minimalny kazdego o € L roz-
klada sie w L[z] na czynniki liniowe,

e rozdzielcze, gdy dla dowolnego a € L jego wielomian mi-
nimalny nad K ma rézne pierwiastki w swoim ciele rozkta-

du.

Rozszerzenie L/ K nazywamy rozszerzeniem Galois < jest
normalne i rozdzielcze. Klasycznie teoria Galois zajmuje si¢ gtow-
nie skonczonymi rozszerzeniami ciat.

Definicja 8.9. Niech L/K bedzie rozszerzeniem Galois. Grupa
Galois tego rozszerzenia nazywamy

G(L/K) := Autg (L) =
={0:L—L | o-automorfizm ciala L oraz o|x =idx}.

Najwazniejszym twierdzeniem taczacym podgrupy grupy Ga-
lois z podciatami badanego rozszerzenia jest Zasadnicze Twier-
dzenie Teorii Galois. Niech H C Auty (L) oraz LH = {z €
L | VYeey o(z)=xz}CL.

Twierdzenie 8.10 (Zasadnicze Twierdzenie Teorii Galois). Niech
L/K bedzie skoriczonym rozszerzeniem Galois oraz G = G(L/K).
Wtedy zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é:

{E -cialo| KCECL} <« {H<G}
E — G(L/E)
Lt o H
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8.3.2 Nieskonczona teoria Galois

Powstaje pytanie, czy przytoczone wyniki mozna réwniez zasto-
sowaé dla nieskonczonych rozszerzen ciat. Okazuje sie, ze tak, a
gléwna role graja tu grupy proskonczone.
To podejécie wymaga jednak zdefiniowania na grupie Galois
G = G(L/K) odpowiedniej topologii (zwanej topologia Krulla).
Rozwazmy FE/K - skonczone rozszerzenie takie, ze L D E.
Wtedy definiujemy zbiér otwarty:

Ug(o)={r€G | 7|g=0lr}

Przebiegajac po wszystkich takich E otrzymujemy baze otoczen o.
Jesdli L/ K jest rozszerzeniem skoniczonym, to topologia Krulla
na G(L/K) to topologia dyskretna.
Woéwezas grupa Galois rozszerzenia L/K jest grupa proskon-
czona, Przy Czym:

e G(L/K) =1limG(E;/K),

+—
e Vier E;/K - skoriczone, Galois oraz E; C L,
o Vg, G(E;/K) jest skonczona,

e zbiér takich cial E; jest czedciowo uporzadkowany (przez
relacje zawierania) oraz skierowany,

e dla Fy D E, rozwazamy zawezenia G(E,/K) — G(Es/K),

W tej sytuacji mozemy przenies¢ klasyczne Zasadnicze Twier-
dzenie Teorii Galois na przypadek rozszerzen nieskoriczonych.

Twierdzenie 8.11. Niech L/K bedzie rozszerzeniem Galois oraz
G=G(L/K).
Wtedy zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é:

{E -cialo| KCECL} < {H C G |H jest
podgrupg domknietq }
E — G(L/E)
L i H
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Dla grup proskonczonych mozna réwniez przytoczyé¢ uogédl-
nienie twierdzenia Cayley’a. Pozwala ono skonstuowaé rozsze-
rzenie cial, dla ktérego rozwazana grupa jest grupa Galois.

Twierdzenie 8.12. Kazda grupa proskoriczona G jest izomor-
ficzna (jako grupa topologiczna) z grupg Galois pewnego rozsze-
rzenia cial (skoriczonego lub nie).

Dowdd. (Szkic)
Niech:

e K — dowolne cialo,

e S —rozlaczna suma zbioréw G/N, gdzie N — otwarta pod-
grupa normalna grupy G,

o L = K(X,|s € S), gdzie X — elementy transcendentnie
niezalezne nad K.

Naturalne dzialanie grupy G na S indukuje homomorfizm 6 z G
do grupy automorfizmoéw cialta L. Jesli u € L, to
u € K(Xsy, Xsyy ooy Xs,) oraz jesli s; = Nyg; dlai =1,2,...,r,
to

Stabg(u) = Ny UNa U...UN,

jest zbiorem otwartym.

Niech L& bedzie cialem stalym ze wzgledu na dziatanie G.
Odwzorowanie 6 : G +— G(L/L®) jest iniektywnym homomorfi-
zmem. Jest réwniez ciagte i suriektywne.

Zatem 6 jest izomorfizmem grup proskonczonych. O
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Wykorzystanie teorii Galois w kon-
strukcjach geometrycznych

Andrzej Kokosza
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

Konstrukcje geometryczne przy uzyciu cyrkla i linijki byty
rozwazane juz przez matematykéw w starozytnej Grecji. Ce-
lem artykulu jest pokazanie powiazania miedzy konstrukcjami
geometrycznymi a teoria Galois, ktéra daje rozwiazanie trzech
klasycznych problemoéw konstrukeji geometrycznych: podwojenie
objetosci szedcianu, trysekcji kata i kwadratury kota.

9.1 Liczby konstruowalne

Zanim opiszemy konstrukcje geometryczne i udowodnimy twier-
dzenia z nimi zwigzane, musimy zdefiniowaé¢ czym jest konstruk-
cja geometryczna. Konstrukcje zaczynamy od znanych nam punk-
tow. Na podstawie tych punktow konstruujemy linie i okregi za
pomoca cyrkla i linijki:

A1l Dla punktéw « # 8 mozemy narysowac linie [, ktéra prze-
chodzi przez oba punkty.

A2 Dla punktéw a # 5 i v mozemy narysowaé okrag o $rodku
w v i promieniu réwnym odlegltosci miedzy « i 8

Z przeciecia tych linii i okregéw otrzymujemy nowe punkty:

A3 Punkt przeciecia si¢ réznych linii [y i .
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A4 Punkt przeciecia sie linii /1 i okregu o;.
A5 Punkt przeciecia sie réznych okregdéw o1 1 0s.

Nowo powstale punkty mozemy dotaczy¢ do znanych punktow,
a nastepnie zastosowa¢ na nich jedena z konstrukeji A1, A2, A3,
A4, A5. Proces ten powtarzamy skoriczona liczbe razy.

Plaszczyzne bedziemy utozsamiali ze zbiorem liczb zespolo-
nych C. Za zbiér punktéw poczatkowych przyjmiemy {0,1}. To
prowadzi do nastepujacej definicji:

Definicja 9.1. Liczbe zespolong a nazywamy konstruowalna,
jezeli istnieje skoniczona sekwencja konstrukcji wykorzystujacych
A1, A2, A3, A4, A5, ktéra zaczyna sie od punktow 0 i 1, a koriczy

W Q.

Przyktad 9.2. Liczby catkowite sqg konstruowalne. Istot-
nie, prowadimy prostg przez punkty 0 i 1. Nastepnie narysujmy
okrag o promieniu diugosci 1 (odcinek miedzy 0 a 1) i Srodku
1. Punkt przeciecia prostej i okrequ daje nam 0 (ktdre juz ma-
my) © 2. Nastepnie taki sam okrgg o Srodku w 2 daje nam 3.
Analogicznie mozemy skonstruowaé kazdg liczbe catkowitq.

Twierdzenie 9.3. Zbior liczb konstruowalnych
C ={a e C| «a jest konstruowalne}
jest podciatem ciala C. Ponadto:

1. Niech o = a + b, gdzie a,b € R. Wowczas o € C wtedy i
tylko wtedy, gdy a,b € C.
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2. Jezelia € C, to \/a €C.

Dowdd. Zakladamy, ze znane nam sa podstawowe konstrukcje,
takie jak przenoszenie wektoréw, odcinkéw, katéw, dodawanie
katéw, bisekcja kata czy prosta prostopadta, réwnolegla prze-
chodzaca przez dany punkt.

Niech a, € C. Skostruujemy a + 3. Jezeli te punkty i 0
sa wspoélliniowe, wystarczy poprowadzié¢ linie przez o i 0 oraz
skonstuowaé okrag o érodku w a i dlugosci |S|. Jezeli nie sa
wspéliniowe, aby uzyskaé punkt o + 3, skorzystamy z metody
rownolegloboku. Rysujemy okrag o érodku w punktcie « i dtu-
gosci |B| oraz okrag o $rodku w S i dlugosci |a.

Konstrukcje elementu —a pozostawimy jako é¢wiczenie.

Zeby dowieéé wewnetrznoéci mnozenia rozpatrzymy osobno
modul i argument. Niech a, 8 € C. Zauwazmy, ze Arg(afp) =
Arg(a) + Arg(B) oraz |af| = |«a||8]. Zatem wystarczy wykonaé
sume argumentow i iloczyn moduléw, zeby otrzymaé iloczyn.
Sume katow umiemy wykona¢, do wykonania iloczynu moduléw
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wykorzystamy twierdzenie Talesa. Oznaczmy na osi rzeczywistej
taki punkt a, ze |0a| = |a|. Poprowadzmy prosta {1 przechodzaca
przez punkty a i ¢. Na osi urojonej oznaczmy taki punkt b, ze
|0b] = |B]. Prowadzimy prosta lo réwnolegla do prostej Iy prze-
chodzaca przez punkt b. Punkt przeciecia prostej I i osi rzeczy-
wistej oznaczamy przez c. Zachodzi wéwcezas réwnosé |Oc| = |af].

T~
™~
~_
\;
~
2 S
~_
~L
~_
~
~
e \\\
™~ ~~—
~ T
T~ ~~_
~_ ~
0 ~._ a ~._ ¢
—Q— . —@—
0 1 2 \\3 4 5 6 T~

Analogicznie postepujemy dla elementu odwrotnego — dzie-
ki réwnosci Arg(a™1) = —Arg(a) oraz |a~1| = |a|~! wystarczy
znalezé odwrotno$é modutu. Podobnie z pierwiastkowaniem, roz-
dzielamy je na bisekcje kata i pierwiastek z modutu. Konstrukcja
bisekcji kata jest znana ze szkoty.
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Konstrukcje pierwiastka modutu obrazuje nastepujacy rysunek:

Niech r oznacza modut pierwiastkowanej liczby. Pokazemy, ze
odcinek d jest dtugosci /7. Odcinek d dzieli tréjkat prostokatny
na 2 tréjkatny podobne. Stad é = g, co jest réwnowazne z r =
d?. Zatem d = /r.

Pozostaje udowodni¢ punkt (1) twierdzenia. Niech o = a+bi,
by uzyskaé¢ a wystarczy poprowadzi¢ prosta prostopadia do osi
rzeczywistej przechodzaca przez punkt a. Analogicznie dla b. W
druga strone mamy dane a,b € C rzeczywiste. Zaznaczmy ele-
ment a oraz bi. Nastepnie poprowadzimy prosta prostopadtla do
osi rzeczywistej przechodzacg przez a oraz prosta prostopadta do
osi urojonej przechodzaca przez bi. Punkt przeciecia tych pro-
stych jest punktem a = a + bi. O

Twierdzenie 9.4. Niech a bedzie liczbg zespolong. To a € C
wtedy © tylko wtedy, gdy taki istnieje cigg podciat

Q=FCcF, Cc..F,CC
zea € F, oraz [F;: F;_q]=2dlai=1,..,n

Przy zalozeniu, ze a € C dowdd sprowadza sie do indukcji po
liczbie operacji A3, A4, A5, jaka jest potrzebna do wykonania a.
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W druga strone wystarczy wykorzystaé, ze Fiy1 = F;(1/ai),
gdzie «; € F; oraz fakt, ze C jest zamkniete na operacje pier-
wiastkowania.

Whiosek 9.5. Cialo C jest najmniejszym podciatem ciala C za-
mknietym na operacje pierwiastkowania.

Dowdéd. Niech F bedzie dowolnym cialem zamknigtym na opera-
cje pierwiastkowania. Niech a bedzie dowolnym elementem ciata
C. Z twierdzenia 0.3 wynika, ze istnieje ciag cial

Q =K CF, C ..F, C C, [Fz : Fifl] =2dlal=1,...,ni
a € F,. Wiemy, ze Fj11 = Fi(\/o), gdzie a; € F;. Zauwazmy,
ze F; C Fdlai=1,...,n, gdyz F jest zamkniete na operacje bra-
nia pierwiastka. Wiemy, ze o € F,, C F. Zatem C C F, wiec C
jest najmniejszym cialem zamknigtym na pierwiastkowanie. [J

Wnhiosek 9.6. Jezeli a € C, to [Q(er) : Q] = 2™ dla pewne-
go m = 0. Kazda liczba konstruowalna jest zatem algebraiczna
nad Q, a stopien jej wielomianu minimalnego nad Q jest potegq
dwajki.

Dowdd. Niech a € C. Z twierdzenia [9.4] wiemy, ze istnieje ciag
cial Q =FyCF, C..F,C C, [Fl : Fifl] =2dlal= 1,...,n,
a € F,,. Zatem

[Fn : Q] = [Fn : Fn—l]"-[Fl : Fo] =27,
Wiemy, ze Q(«a) C F,, wiec [Q(a) : Q] dzieli [F,, : Q] =2". O

Whiosek [0.6] daje nam warunek konieczny na to, by dany
element o € C byt konstruowalny. Teraz skupimy si¢ na trzech
zagadnieniach, jakie rozwazano w konstrukcjach geometrycznych
od starozytnej Grecji.

Przyktad 9.7. Trysekcja kagta. Ze szkolnych lekcji wiemy, Ze
mozliwe jest skonstruowanie kgta 60° ¢ 120°. Jezeli bylibysmy w
stanie wykonac trysekcje kqta, to moglibysSmy poprowadzi¢ prostq
przecinajgeg punkt 0 pod kgtem 40° do osi OX. Po przeci@cz;u_z

okregiem o Srodku 0 i promieniem 1 otrzymamy punkt (o = €79,
ktory bylby liczbg konstruowalng.
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Jednak wielomian minimalny Co jest rowny x®+23+1, zatem
Co nie jest konstruowalne. Z tego wynika, ze nie mozemy doko-
nac trysekcji kgta 120°, wiec nie mozemy podac metody trysekcji
dowolnego kqta za pomocq cyrkla i linijki.

Przyklad 9.8. Podwojenie obietosci szeScianu. Problem
sprowadza sie do rozwigzania réwnania x> = 2n3, gdzie n jest
dlugoscig boku wyjsciowego szescianu, a x — podwojonego. Dla
n = 1 wynik wynosi r = 2. Wielomian minimalny 2 to a3 —2.
Z wniosku [9.6 wynika, ze /2 nie jest konstruowalna, wiec nie
mozna podwoic objetosci szescianu za pomocq cyrkla i lingjki.

Przyktad 9.9. Kwadratura kota. Problem polega na skonstru-
owaniu kwadratu o polu danego kola. Wezmy kolo o promieniu 1
— wtedy jego pole wynosi w. Zatem nalezy skonstruowad kwadrat
o boku +/m. Jezeli byloby to mozliwe, to m byloby algebraiczne,
ale w 1882 Lindemann udowodnil, ze jest przestepne. Kwadratu-
ra kola jest zatem niemoZliwa.

Whiosek[9.6] pozwolil nam rozwigzaé klasyczne problemy kon-
strukcji geometrycznych, ale mozna posunaé¢ sie dalej i spytac,
czy ta implikacja zachodzi w druga strone. Innymi stowy, czy
kazda liczba a € C, dla ktérej stopien wielomianu minimalne-
go jest potega dwdjki, musi by¢ konstruowalna? Na to pytanie
odpowiada nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 9.10. Niech o € C bedzie elementem algebraicz-
nym nad Q. Niech L bedzie cialem rozkladu wielomianu mini-
malnego liczby a nad Q. Element « jest konstruowalny wtedy i
tylko wtedy, gdy [L : Q] jest potega dwdjki.

Dowéd przy zalozeniu, ze [L : Q] = 2™ polega na odpowied-
nim skorzystaniu z odpowiedniosci Galois.Najpierw (korzystajac
z teorii grup) uzyskuje si¢ wstepujacy ciag podgrup (G;) dla
grupy Gal(L/Q), speliajacy: [G;+1 : G;] = 2 Ciagowi temu
odpowiada ciag podcial, co sprowadza sie do twierdzenia [9.4

W druga stroneg, niech a € C. Najpierw nalezy udowodnié, ze
C jest rozszerzeniem normalnym. Nastepnie wystarczy zauwazy¢,

ze [L: Q] = [Q(a) : Q] i wykorzysta¢ wniosek
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9.2 Wielokaty foremne

W tym rozdziale wykorzystamy teorie z poprzedniego rozdziatu,
zeby pokazaé jakie wielokaty foremne sg konstruowalne. n-kat
foremny jest konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jestesmy w
stanie skonstruowaé kat %’T Jak pokazaliSmy w przykladzie
jest to réwnowazne z konstrukcja n-tego pierwiastka z jednosci
G = e*t. Zanim przejdziemy do twierdzenia przypomnijmy,
ze liczbami pierwszymi Fermata nazywamy liczby pierwsze
postaci
p=2""+1,

dla pewnego m > 0 catkowitego.

Twierdzenie 9.11. Niech n > 2 bedzie liczbg calkowitq. Wow-
czas n-kgt foremny jest konstuowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

n=2"pi-... pm,
za$ s 20 api,...,pm S@ réznymi liczbami pierwszymi Fermata.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze konstruowalno$é¢ n-kata forem-
nego jest rownowazna konstruowalnosci liczby ¢,,. Wiemy, ze roz-
szerzenie Q(¢,,)/Q jest Galois, wiec ¢, jest konstruowalne wtedy
i tylko wtedy, gdy [Q((n) : Q] jest potega dwdjki. Jednoczesnie
[Q(¢n) : Q] = ¢(n). Zatem ¢, jest konstruowalne wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢(n) jest potega dwojki. Zaldézmy, ze n = 2°p;...p,, i
P1y -y Pm S TOZNymMIi liczbami pierwszymi Fermata.

—n S\ _ e - D=1 (e - 1), >0
ow = (1-}) {<p1—1><p2—1>...<pn—1>, 5=
W obu przypadkach [Q(¢,) : Q] = ¢(n) jest potega dwéjki.

W druga strong, niech n = 2%¢7*, ..., ¢, gdzie q1,...,¢n sa
nieparzystymi liczbami pierwszymi. Wowczas:

o(n) =n]] (1;> — 20 1gn L (g = 1) g (g — 1),

102



Andrzej Kokosza

Dlatego tez musi zachodzi¢: s; = ... = s, = 1, a ponadto wszyst-
kie liczby q1, ..., ¢, musza byé postaci 2¥ 4 1. Wystarczy dowiesé,
ze kazda liczba pierwsza tej postaci jest liczbg Fermata. Pozo-
stawiamy to czytelnikowi jako proste ¢wiczenie z elementarnej
teorii liczb. O

9.3 Liczby origami

Rozpatrzmy konstrukcje za pomoca origami pokazang na poniz-
szym diagramie:

h

Prosta [; tworzy kat 6 z dolna krawedzia. Jest to dowolny
kat miedzy § a 7. Zginamy kartke tworzac prosta la, to jest
dowolna prosta rownolegta do dolnej krawedzi. Nastepnie przy-
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ktadamy dolng krawedz do ly tworzac l3, ktéra jest w polowie
drogi miedzy ls a dolng krawedzig. Potem przykladamy punkt
przeciecia pionowej krawedzi i ls do [ oraz lewy dolny rog do I3
i przedtuzamy zgieta czesc 3. Otrzymalidmy kat %.

Udalo sie dokonaé trysekcji kata, ktéra jest niewykonalna
w klasycznych konstrukcjach. Wszystko dzieki przedostatniemu
zgieciu, ktére przenosi 2 punkty na dwie rézne proste. Pokazemy,
ze pozwala to rozwiazywaé rOwnania trzeciego stopnia.

.-'""-- * p]-

ey -
| T
& T .
K " -
"{___ e . |
- |
o~ T
- - . | p
- i I T - | '._" 2
1 T | ]
|
| A
o~
I_.d'-":-
[,

Lemat 9.12. Niech Py bedzie punktem na plaszczyinie nie le-
zgeym na lingi ly. Linia I, o ktorg odbicie Py leZy na prostej lq,
jest styczna z parabolg o ogniskowej w Py i kierownicy ly.

7 lematu wynika, ze prosta, ktora tworzymy zgieciem, jest
styczng do dwoch paraboli o ogniskowych odpowiednio P;, P
oraz kierownicach 1 i [5.

Przyktad 9.13. Pokazemy, jak za pomocg stycznej do dwdch
paraboli policzyé pierwiastki wielomianu x>+ ax +c = 0. W tym

celu rozwazmy parabole:
a2 1
—_ — = 2b = — 2'
(y 2) T orazy = 5T

Niech 1 bedzie prostg styczng do tych parabol w punktach (z1,y1)
z pierwszq oraz (x2,y2) z drugg. Mozemy wyliczyé wspdlezynnik
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nachylenia prostej korzystajgc z faktu, Ze jest ona styczna do
pierwszej paraboli w punktcie (x1,y1):

b
m=—-
Y1 — 34
orazm #0 iy, — %a = %. Z czego wynika, Ze:
(y1 — %a)2 b b a
= = s = — —|— —.
o 2b 2 T m T2
Analogicznie dla drugiej paraboli dostajemy:
b a
Ty =m, Yo = — + 5.
m 2
Jesli podstawimy pod m = £=42 otrzymamy:

:y17y27m72_(%+%) m* — 2bm — am?

T — Ty m—QQW 2m3 — b

Mamy m # 0, zatem rownanie sprowadza sie do:
m3 +am+b=0.

Analogicznie jak w przypadku konstrukeji klasycznych mo-
zemy opisaé¢ aksjomaty (znane jako aksjomaty Huzita-Hatori),
okredlajace zbior liczb origami.

Twierdzenie 9.14. Zbidr O = {a: « jest origami} C C jest
podciatem ciatla liczb zespolonych. Ponadto:

1. Niech a = a+bi € C. Wowczas o € O wtedy i tylko wtedy,
gdy a,b e O.

2. Jezeli a € O, to Ja € O.

3. Jezelia € O, to Ja € O.

Dalsze rozumowanie przechodzi tak samo i sprowadza sie¢ do
analogicznego twierdzenia:

Twierdzenie 9.15. Niech a € C bedzie elementem algebraicz-
nym nad Q. Niech L bedzie cialem rozkladu o nad Q. Element
a jest origami wtedy i tylko wtedy, gdy [L : Q] = 2™ - 3™, dla
m,n = 0.
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Zwarta grupa kwantowa SU,(2)

Jacek Krajczok
Uniwersytet Warszawski
Wydzial Fizyki

Teoria zwartych grup kwantowych jest czescia nieprzemienne;j
geometrii. Motywacja dla tego dzialu matematyki jest twierdze-
nie Gelfanda; méwi ono, ze cala informacja o zwartej przestrzeni
topologicznej Hausdorffa jest zawarta w przemiennej C*-algebrze
funkcji ciaglych na tej przestrzeni. Jesli zdeformujemy te algebre
tak, by nie byla przemienna, otrzymujemy algebre o ktérej moz-
na mysle¢ jako o algebrze funkcji na kwantowej przestrzeni”.
Podobnie, strukture grupy mozemy przenies¢ na poziom funk-
cji otrzymujac po deformacji algebre funkcji na ,zwartej grupie
kwantowej”. W pracy wprowadzono formalna definicje zwartej
grupy kwantowej. Nastepnie rozwazono przyktad zwartej grupy
kwantowej SU,(2) bedacej deformacja klasycznej grupy SU(2).
Udowodniono trywialnosé jej centrum, wiernos$¢ jej funkcjonatu
Haara oraz przedstawiono nowy wzér na kojedynke dowodzacy
jej ograniczono$ci.

10.1 Wprowadzenie

Zacznijmy od wprowadzenia kilku struktur algebraicznych.

Definicja 10.1. Algebra laczna nad C to przestrzen wekto-
rowa nad C, A, wraz z dwuliniowym odwzorowaniem (zwanym
mnozeniem) «: A x A — A, (a,b) — a-b = ab spelniajacym
warunek laczodci: Yy p.cea a(be) = (ab)e.

Jedli dodatkowo wyposazymy A w odwzorowanie *: A — A,
a — a*, ktére jest:
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e antyliniowe:

Va,ge(c va,beA (aa + ,Bb)* =aa" + Bb*,

e antymultiplikatywne: V, pea (ab)* = b*a*,
e inwolucja: Vaea (a*)* = a,
to otrzymang strukture nazywamy x-algebra.

Przyktad 10.2. Niech X bedzie zwartq przestrzenig topologicz-
ng, ktéra spelnia warunek Hausdorffa. Oznaczmy przez C(X)
2bidr funkcji cigglych X — C (na C wprowadzamy topologie
indukowang przez metryke modul). Zadajmy na C(X) struktu-
re przestrzeni wektorowej nad C poprzez dzialania punktowe,
ten. (f + f)(z) = f(z) + f(2), (af)(z) = af(z) dla a €
C, f,f e C(X), x € X. C(X) stanie sie algebrg lgczng nad C,
jesli zdefiniujemy mnoZenie wzorem (ff)(x) = f(x)f(x), nato-
miast x-algebrg jesli dodatkowo zdefiniujemy inwolucje x poprzez

(@)= f) (f,f€CX), z€X).

Wprowadzmy jeszcze dwie definicje, ktére beda nam potrzeb-
ne w dalszej czesci:

Definicja 10.3. x-algebra Banacha to x-algebra A, ktéra jest
przestrzeniag Banacha i prawdziwe w niej sa nastepujace relacje:
Vapea |labll < |lall|bll, [la*|| = |la]]. Jesli dodatkowo zachodzi
tzw. C*-tozsamo$é: Veea |la*all = ||a||?* to méwimy ze A jest C*-
algebra. W takiej sytuacji warunek izometrycznosci inwolucji *
jest zbedny.

Przyktad 10.4. o Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, B(H)
zbiorem operatorow ograniczonych. Wraz ze standardowq
strukturg liniowq, mnoZeniem zadanym przez sktadanie ope-
ratorow, inwolucjqg x - sprzezeniem hermitowskim i normg
operatorowq, B(H) staje sie C*-algebrg. Ogdlniej, dowolna
normowo domknieta x-podalgebra B(H) jest C*-algebrg.
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e Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng takq, jak we wcze-
Sniejszym przykladzie. C(X) staje sie C*-algebrg jesli za-
damy norme wzorem:

[-1: C(X) = Rso,  fr= |If]:=sup |f(z)]-
reX

Ta C*-algebra posiada jedynke, t.j. element neutralny wzgle-
dem mnozenia: jest to funkcja 1: X — C: x — 1. Skoro
mnozenie skalaréw w C jest przemienne to ¢ mnozenie w
C(X) jest przemienne. Okazuje sie, Ze wszystkie przemien-
ne C*-algebry z jedynkq sq tej postaci.

Twierdzenie 10.5 (Gelfand). Niech A bedzie przemienng C*-
algebrg z jedynkq. Istnieje zwarta przestrzern topologiczna Haus-
dorffa X, taka ze A jest izometrycznie izomorficzna C(X). Prze-
strzenn X jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscig do ho-
meomorfizmu.

Przestrzen X z twierdzenia Gelfanda posiada prosta charak-
teryzacje: zdefiniujmy (jako zbiér) X := Hom(A, C) C A*, czyli
zbiér odwzorowan ¢: A — C, ktére sa liniowe, ograniczone i -
multiplikatywne. WprowadZmy na A* topologie staba*. Jest to
topologia zadana przez rodzine p6inorm

Pa: A* — R, X+ Ix(a)]  (a€ A).

W terminach zbieznosci ciagéw uogdlnionych jest to topologia
zbieznosci punktowej: ciag uogélniony (xa),c zbiega w tej to-
pologii do x € A* wtedy i tylko wtedy, gdy (xa(a)),cp zbiega
do x(a) w C dla kazdego a € A. Twierdzenie Banacha-Alaoglu
moéwi, ze domknieta kula jednostkowa w A* jest zwarta w to-
pologii stabej*. Latwo si¢ przekonac¢, ze X jest domknietym jej
podzbiorem, jest to wiec podzbiér zwarty. Jesli wiec na X zada-
my topologie podprzestrzeni, dostaniemy przestrzen zwarta.
Spéjrzmy na konkretny przyktad: niech X bedzie zwarta prze-
strzenia Hausdorffa, A = C(X). Wtedy:

Hom(C(X),C) = {0, | z € X},
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gdzie §, jest funkcjonalem ewaluacji w x. Widoczna jest wiec
bijekcja miedzy X a Hom(C(X),C), nietrudno sie przekonaé, iz
jest to w istocie homeomorfizm.

Twierdzenie Gelfanda méwi nam, ze cala informacja o zwar-
tej przestrzeni topologicznej jest zakodowana w algebrze funk-
cji ciaglych na niej. Algebra ta jest przemienna C*-algebra z
jedynka. O ogdlnej C*-algebrze z jedynka mozemy mysle¢ za-
tem jako o algebrze funkcji ciaglych na zwartej nieprzemien-
nej/kwantowej przestrzeni”. Chcieliby$my do tego obrazka dola-
czy¢ strukture grupowa. Spéjrzmy wiec najpierw na przypadek
klasyczny. Ustalmy G, zwarta grupe topologiczng Hausdorffa.
Dzialanie grupowe to ciagte odwzorowanie -: G X G — G, moze-
my je przenies¢ na poziom funkcji poprzez tzw. komnozenie A.
Jest to odwzorowanie zadane jako:

A:C(G) — C(G)@C(G)=C(Gxq)
A(f)(x,y) = flz-y),

gdzie f € C(G), z,y € G, za$ przez ® oznaczamy minimalny
iloczyn tensorowy. Lacznosé dzialania grupowego wyraza sie w
tzw. kotacznodci: (A ®1id)A = (id ® A)A. Mozna sie o tym latwo
przekonadé, korzystajac z tego, ze funkcje postaci Y ., fi ® f!
tworza podprzestrzen gesta w C(G x G).

Jak dotad korzystaliémy jedynie z wlasnosci pétgrupy, musi-
my jeszcze wyrazié¢ istnienie elementu neutralnego i odwrotnosci
na poziomie C(G). Okazuje sie, ze bezposrednie zdefiniowanie
kojedynki i koodwrotnosci nie jest dobrym pomystem. Takie od-
wzorowania beda istnie¢, jednak w ogdlnosci beda zdefiniowane
jedynie na gestej x-podalgebrze. Skorzystamy z alternatywnej
charakteryzacji zwartych grup wsréd zwartych polgrup.
Twierdzenie 10.6. [2] Niech G bedzie zwartq pélgrupg. G jest
zwartq grupg wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory A(C(G))(1®C(G))
i A(C(G))(C(G) ® 1) rozpinajg podprzestrzenie geste w C(G) @
C(G).

Dyskusja ta powinna uzasadni¢ nastepujaca definicje zwartej
grupy kwantowe;j:
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Definicja 10.7. Zwarta grupa kwantowa to para (A, A),
gdzie A to C*-algebra z jedynka, natomiast A to *-homomorfizm
(zwany komnozeniem) A: A — A® A, taki ze:

o (A®id)A = (i[d®A)A,

e A(A)(1wA)iA(A)(A®1) rozpinaja podprzestrzenie geste
wAR A

10.2 Zwarta grupa kwantowa SU,(2)

10.2.1

W tej czesci bedziemy chcieli zdefiniowaé¢ ,kwantowa deforma-
cje” grupy SU(2). Rozwazmy najpierw przypadek klasyczny. Ja-
ko zbiér SU(2) sklada sie z macierzy kwadratowych 2 x 2 o wy-
razach zespolonych, ktére sg unitarne i maja wyznacznik 1:

SU(2) = {AeMat(2,C)|A*A=TAdetA=1}

- {7

Wraz z topologia indukowana z Mat(2, C) ~ R® i mnozeniem ma-
cierzowym jako dzialaniem grupowym, SU(2) staje sie zwarta
grupg Hausdorffa. Mamy dwie naturalnie zdefiniowane funkcje
,wspolrzednodciowe”: a,y € C(SU(2)). Funkcje te rozdzielaja
punkty, mozemy wiec skorzystac z twierdzenia Stone’a-Weierstrassa.
Pozwala ono na stwierdzenie, ze x-algebra generowana przez te
dwie funkcje jest gesta w C'(SU(2)) (jest to #-podalgebra z je-
dynka, bo a*a +vv* = 1). W C(SU(2)) mamy okreslone zde-
finiowane wczesniej komnozenie

ayeC: a|2+|v|2=1}.

A: C(SU(2)) —» C(SU(2)) ® C(SU(2)),
dziata ono na «,y w nastepujacy sposob:

AR)=va+a" ®4.
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10.2.2

Aby uzyskaé kwantowa wersje grupy SU(2), zdeformujmy gesta
x-podalgebre funkcji rozpinana przez a, v, wprowadzajac para-
metr ¢ €]0,1].

Definicja 10.8. Oznaczmy przez & x-algebre z jedynks gene-
rowana przez dwa elementy «, v, spelniajace nastepujace relacje:

o+ =1, Ty =7,
ac” +¢*yy =1, ay = qa,
ay' =gy a.

Algebra funkcji na kwantowej grupie SU,(2), C(SU4(2)), to C*-
algebra zdefiniowana jako uzupelnienie &/ w maksymalnej C*-
normie:

lla|| :=sup {||7(a)|| | 7: &/ — B(H) jest reprezentacja &/} (a € &).

Komnozenie A: C(SU,4(2)) — C(SU4(2)) ® C(SU,(2)) zadane
jest na generatorach poprzez:

Ale) =a®@a—gy" ®7,
A()=7®a+a"®@7.
Uzyskana w ten spos6b para (C(SU,(2)), A) jest nazywana zwar-
tg kwantowsa grupa SU,(2). W przypadku ¢ = 1 odzyskujemy

grupe SU(2). Szczegdly (oraz uzasadnienie poprawnosci) kon-
strukeji mozna znalezé w [4].

10.2.3

Oznaczmy przez A zbiér A = Z; x Z. W [4] wprowadzono
reprezentacje C(SU4(2)), t.j. *-homomorfizm 7: C(SU,(2)) —
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B(¢?(A)). Spelia on

ﬂ-(a)¢n,k = n=0 )

W(a*)¢n7k =\/1— q2(n+1)¢n+1,k)a (101)
(V) Pnke =0" O k15
T(Y ) bnk =q" On -1,

V 1- qznqsn—l,k nz 1
0

gdzie {¢n i} (nken jest standardowy bazg ortonormalng ¢2(A).
Wprowadzmy oznaczenie A= ﬂ(%)“ll‘ - jest to C*-algebra z je-
dynka. Na A mozna wprowadzié¢ strukture zwartej grupy kwan-
towej.

Twierdzenie 10.9. Istnieje x-homomorfizm ArAd 5 AR A
spetniajgcy

Ar(a)) = m(a) @ m(a) — gr(y)* @ m(7),
m(y) @ () + m(a)” @ 7(7y),

b

A

2
I

taki ze (g, E) jest zwartg grupg kwantowq. Dodatkowo, 7| e : o7 —
() jest izomorfizmem x-algebr z jedynkq zachowujgcym kom-
nozenie.

Okazuje sie, ze zwarte grupy kwantowe (C(SU,(2)), A) i (A, A)
sg izomorficzne - wrécimy jeszcze do tego problemu.
Twierdzenie 10.10. Centrum A = ﬂ(ﬁf)“"l jest trywialne, tzn.

Z(Z)::{TemTSZST VSEZ}:{z]HzE(C}.

Dowdéd. Ustalmy dowolny element T € Z(A) i oznaczmy jego
elementy elementy macierzowe przez T :,’,]fc,:

Thnr= Y, Toltn i (10.2)

(n' k) EA
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Mozemy skorzystaé z tego, ze T komutuje z 7(7):

Tr(y)pnk =Tq" 1 = Z Tn/ l?jl q" P =

(n’,k")EA
k
- Z T i1 q w1 = ()T g =
(n',k")eA
Z kfd)n/k/ = Z k/q ¢n’ k'+1,
(n k)eA (n',k")eEN

gdzie korzystamy z wzoréw (|10.1]) i (10.2)). Dostajemy w ten spo-
sOb nastepujace ograniczenie na elementy macierzowe:

v(n,k),(n’,k’)EA T:,’it&lqn = T:,’fz,q” . (10.3)

Mozemy réwniez skorzystaé z tego, ze T komutuje z w()*, otrzy-
mamy wtedy:

v(n,k),(n’,k’)eA T n’ k’ 1q T:/ IZ/ . (104)

Ustalmy (n, k), (n’, k") € A i polaczmy réwnania (10.3)) i (10.4]):

=
lje
)

3) nTn k41 ' Z(n n)Tnk:

n,k
T q nki+l n' k'

To implikuje nastepujace stwierdzenie:
k
V(n,k),(n’,k’)EA: n#n' T:/”k/ =0. (105)

Wiemy réwniez, ze T komutuje z 7(«)*, mozemy z tego skorzy-
staé by otrzymaé kolejny warunek na elementy macierzowe:

VnenVk,kez T;’:/ = T::117’,f/. (10.6)
Po potaczeniu réwnan ((10.4) i (10.6]) otrzymamy:
Vnez, Vi kez T,?,f, =Too~ K (10.7)

Zeby uzyskaé¢ pozadany wynik musimy jeszcze skorzystaé z te-

go, ze T jest operatorem nalezacym do A= w( )” | Przestrzen
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m(2f) posiada baze (patrz [4]), sklada sie ona z operatoréw po-
staci (ak’m’”), gdzie:

kAma%xn k}O
(k) ::{ g*llwl fn) oo (mm) €ZxZy xZy).

Zapiszmy T jako granice (normowa) operatoréw z m (<),

T = lim Z Cg\ym’nw (ak’m’") ,

A—00
(kym,n)ELXLy XLy

i wybierzmy dowolnie € > 0. Mozemy znalez¢ takie A € N by:

T—- Z C?7m7nﬁ (aFm™m) | <

(kym,n)ELXTy XLy

N ™

Ustalmy dowolnie [ € Z . Korzystajac z definicji normy opera-
torowej oraz réwnan (|10.1)), (10.5), (10.7) mozemy napisac:

2
(;) > ( Z Cli\,m,nﬂ(ak,mm) - T) (bl,O

(kym,n)ELXLy XLy

2

S (% m+n>n¢m)¢l ot
1}

ke{1,..., m,n€Zy
SEL m—n=s

k| —1
+ ) ( > gt H V1= g2+t >¢z+|k|,

ke—N \m,neZy
SEZL m—n=s

+z( S g —Ta’os)@,s

SEZ \m,n€ly
m—n=s

2
>

2

A l 0,—
>Z Z Com,nd (mtn) _ T °

SEZ |m,n€l4
m—n=s
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Dostajemy nastepujace zdania:

A l 0,— €

Ves0 Inen Viez, Vsez > Cpnd T =T < 3
m,nely
m—n=s

A l 0,—: €

Ves0 Vsez Inen Viez, Z Co'mumt (m+n) _ o 5| < .
m,n€ly
m—n=s

(10.8)

Wybierzmy dowolnie € > 0, s € Z\ {0} i odpowiadajace im A € N

z (|10.8)). Skoro:

lim Z C&m’nqz(mm) =0,

=00
m,n€ly
m—n=s

to mozemy znalez¢ [ € Z, takie by:

> Clnd | <5 (10.9)
m,n€ly
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Korzystamy tu z tego ze tylko skoniczona ilo§é wspoétczynni-
kéw C’é\,m’n jest rézna od zera, mozemy wiec wej$¢ z granica pod

sume. Po potaczeniu (10.8)) i (10.9) otrzymujemy:

0,—s
’TO,O

0,—s A l(m+n)
< To,o - E Oo,m,nq
m,ne€ly
m—n=s

e €
+ ). Clnd ™ < 5t =6
m,n€ly
m—n=s

co pokazuje ze T(?,’O_‘g = 0dla s € Z\ {0}. Ostatecznie otrzymuje-
my pozadany rezultat, T' = 1“((){’(?]1. Druga inkluzja jest trywialna,
co konczy dowdd. O

10.3 Funkcjonat Haara i kojedynka

Aby uzasadnié izomorficznos¢ zwartych grup kwantowych
(C(SU4(2)),A) oraz (A, A) wprowadzimy dwa pojecia - funkcjo-
natu Haara oraz kojedynki.

Definicja 10.11. Niech (A, A) bedzie zwartg grupa kwantowa.

Funkcjonal Haara dla (A, A) to stan (dodatni funkcjonal o
normie 1) h € A* spelniajacy

(h®id)A = (id ®h)A = h(-)L. (10.10)

Twierdzenie 10.12. Niech (A, A) bedzie zwartg grupg kwanto-
wq. Istnieje dokladnie jeden funkcjonal Haara dla (A, A).

Nazwe funkcjonalu Haara tlumaczy nastepujacy przyktad:

Przyktad 10.13. Niech (C(G),A) bedzie zwartq grupg kwanto-
wq odpowiadajgcg zwartej grupie Hausdorffa G. Funkcjonal Ha-
ara jest dany przez h(f) == [ fdu (f € C(Q)), gdzie p jest
znormalizowang miarg Haara dla G. Rownanie wyraza
lewg i prawg niezmienniczo$¢ miary Haara.
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Przyktad 10.14. Funkcjonal Haara h dla (C(SU,(2)),A) dany
jest przez:

oo

h(a) = (1=¢*) Y ¢ (dnoln(a)dno) (a € C(SU,(2)))

n=0

(patrz [4)]). Eatwo wiec sprawdzié ze funkcjonal Haara dla (A, 5)
dany jest przez

BT)=(1-¢*)> " (bnolTono) (T € A).
n=0

Lemat 10.15. Funkcjonatl Haara h dla (21,&) jest wierny, tzn.
h(T*T) =0 dla T € A implikuje T = 0.

Dowdd. Zdefiniujmy operator
phase 7(7): £2(A) 3 ¢nk = dnrr1 € L2(A).

Jest to operator unitarny (jego nazwe uzasadnia fakt, ze jest on
jednym z operatoréw wystepujacych w rozktadzie biegunowym
operatora m(7)). Latwo sie przekonaé, ze operator ten komutuje
ze wszystkimi operatorami z A- wynika to bezposrednio z réw-

nan .

Wezmy T € A takie, ze E(T*T) = 0. Z definicji h wynika, ze
Téno = 0 dla kazdego n € Z,. Ustalmy dowolnie (n,k) € A.
Wéwcezas:

HT(bn,k”z = (¢n,k|T*T¢n,k) =
= (6n0| (phase 7())~* T"T(phase (1)) én0 ) =
= (¢n,0|T*T¢n,0) = HT¢n,0||2 =0.

Skoro {¢n i }(n,k)en jest bazg (2(A), to powyzszy rezultat dowo-
dzi tego, ze T = 0. O

Kolejnym pojeciem, ktére wprowadzimy, jest pojecie kojedyn-
ki.
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Definicja 10.16. Kojedynka dla (21,8) to *-homomorfizm
g: m(«/) — C spelniajacy

ERIDA(T) = (dRA(T) =T (T € n(«)). (10.11)
Zadany jest on przez

Br@) =1, Ex(y)) =0.

Kojedynke mozna zdefiniowaé dla ogdlnej zwartej grupy kwan-
towej - jest to x-homomorfizm z pewnej gestej *-podalgebry w C
spelniajacy rownanie . Podalgebra ta jest rozpinana przez
elementy macierzowe skornczeniowymiarowych unitarnych kore-
prezentacji (patrz [2]). Dla (E,A) tg *-podalgebrg jest wladnie
().

Twierdzenie 10.17. Kojedynka dla (A,A), g, jest odwzoro-
waniem ograniczonym, rozszerza sig wigc do *-homomorfizmu
A—C.

Dowdd. Ograniczonoéé € pokazemy znajdujac funkcjonal w €

(/T) , ktéry pokrywa sie z € na w(«?). Rozwazmy rodzine funk-

cjonaléw ograniczonych wy, € (A) (L € N) zadanych wzorem:

L
- 1
wps A3 T (Z@,O
=0

L
T Z ¢l70> eC.
1=0

Rachunek
1 L L
lwell = sup (Z Gro|T Y ¢l/,o> |

TeA:|T|=1 1=0 =0
1]|& A

_l’_

< 7 =7 2

i ;@,0 7

pokazuje, ze {wr, } Len jest podzbiorem kuli domknietej o promie-
niu 2. Wnioskiem z twierdzenia Banacha-Alaoglu jest zwartosé
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takiej kuli w topologii stabej*. Wiemy wiec, ze istnieje pewien
podciag zbiezny, (wr,)pen. Oznaczmy jego granice przez w:

. =\ %
w = w;‘;gom wr, € (A) .

Korzystamy tutaj réwniez z tego ze w $wietle osrodkowosci A
topologia staba* jest metryzowalna na domknietej kuli o pro-
mieniu 2 (patrz [3, tw. 3.16]). Bezposredni rachunek pokazuje,
ze istotnie: w(T) =&(T) dla T € w (). O

Izomorficznosé (C(SU,4(2)), A) i (A, &) pokazuja potaczone
twierdzenia (2.2) i (3.9) z pracy [1]. Przystosowane do naszej
sytuacji brzmia nastepujaco:

Twierdzenie 10.18. Jesli funkcjonal Haara h jest wierny, a
kojedynka £ jest ograniczona, to w(</) posiada tylko jedno (z do-
kladnoscig do izomorfizmu) uzupelnienie do zwartej grupy kwan-
towej. W szezegdlnosci zwarte grupy kwantowe (C(SU4(2)), A) i

(g, A) sq izomorficzne.
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Uzwarcenie Wallmana
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7 dedykacjqg dla Magdaleny, za wszystko.

11.1 Wstep

W ponizszej pracy zaprezentujemy podejscie Wallmana do uzwar-
cenia przestrzeni topologicznej (T, 7r). Przez uzwarcenie prze-
strzeni T rozumiemy pare (X, e), gdzie X jest zwarta przestrze-
nia Hausdorffa, natomiast e : 7" — X jest homeomorfizmem o
gestym obrazie. Wida¢ tym samym, ze aby mdc rozwazaé uzwar-
cenie przestrzeni T, musi by¢ ona przestrzeniq Tichonowa ([5],
strona 211), tzn. spelniaé¢ aksjomat oddzielania T oraz oddzielaé
punkty od zbioréw domknigtych za pomoca funkcji ciagtych.

W pracy duzo uwagi poswiecone jest przestrzeniom funk-
cji ciaglych oraz funkcji ciaglych i ograniczonych, oznaczanych
odpowiednio przez C(T) oraz C(T). Zakladamy, ze funkcje z
tych przestrzeni przyjmuja wartosci zespolone. W pierwszej ko-
lejnosci, staramy si¢ przedstawi¢ Czytelnikowi zbiory zerowe (i
kozerowe), ktére beda stanowily podstawowy budulec dalszych
konstrukeji. Po krétkim zapoznaniu sie z tymi obiektami, prze-
chodzimy do badania ultrafiltrow Wallmana, z ktorych bedzie
sktadato sie docelowe uzwarcenie.

Punktem kulminacyjnym pracy jest wprowadzenie topologii
Wallmana i wykazanie, ze uzwarcenie Wallmana jest w istocie
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uzwarceniem Cecha-Stone’a. W tym celu wykorzystujemy tzw.
wlasnos¢ uniwersalng. W epilogu wspominamy o mozliwosci dal-
szego wykorzystania uzwarcenia Wallmana w kontekscie twier-
dzenia Arzela-Ascoli.

11.2 Zbiory zerowe

Zdefiniujmy rodzing

2m)= {0 s fecm),

ktoérej elementy bedziemy nazywaé zbiorami zerowymi ([2], stro-
na 14). Zauwazmy, ze zamiast rodziny C(T") mogliby$my réwno-
waznie uzyé C®(T) (dlaczego?). Rodzing dopelnieii zbioréw zero-
wych oznaczamy przez Z¢(T), a jej elementy nazywamy zbiorami
kozerowymi.

Zauwazmy, ze rodzina Z(T) jest zamknieta na skonczone
przeciecia: jezeli A = f7H(0)N...N £,1(0) to kladac

Vier f(t) = ()] + ...+ | fu(®)]

otrzymujemy A = f~1(0). Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze
analogiczna uwaga dotyczy skoniczonych sum zbioréw zerowych.

Naturalnie, kazdy zbior zerowy jest zbiorem domknietym. In-
teresujacym pytaniem jest:

Kiedy dowolnym zbior domkniety przestrzeni topologicznej jest
zbiorem zerowym?

Aby odpowiedzie¢ na tak postawione pytanie, oznaczmy przez
9(T) rodzine wszystkich zbioréw domknigtych przestrzeni to-
pologicznej T'. Okazuje sie, ze wystarczajaco wysoki aksjomat
oddzielania (dokladnie Tg, por. [6] strona 16) jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym, co pokazuje nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 11.1. Réwnosé IIY(T) = Z(T) zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy przestrzen T jest doskonale normalna.
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Dowdd. <=’

Niech A € TIY(T). Jedli A = T, to oczywiscie A € Z(T). W
przeciwnym wypadku, ustalmy ¢, € T\ A. Z doskonalej normal-
noéci istnieje funkcja f € C(T) taka, ze A = f~1(0) oraz, co
mniej nas interesuje, {t.} = f~1(1). Tym samym A € Z(T).
7:’

Niech A, B € I19(T) beda zbiorami roztacznymi. Z zalozenia
wiemy, ze A = fgl(O) oraz B = fgl(O) dla pewnych funkcji
fa, fB € C(T). Zdefiniujmy f € C(T) wzorem

_ |fa(t)]
Vier IO = e @ (L)

Jest to funkcja ciagla, gdyz mianownik nie moze si¢ réwnac 0
(z rozlacznoéci A i B). W oczywisty sposéb A = f~1(0) oraz
B = f~1(1), co koriczy dowdd. O

Widaé zatem, ze w dowolnej przestrzeni, ktéra nie jest do-
skonale normalna, np. na plaszczyénie Sorgenfreya ([6], strona
103), istnieja zbiory domkniete, ktére nie sa zerowe. Powodem,
dla ktérego zbiory zerowe sa dla nas szczegdlnie wazne, jest kolej-
ny lemat. Méwi on o tym, ze Z(T') nadaje przestrzeni namiastke
normalnosci.

Lemat 11.2. Dla dowolnych A, B € Z(T) takich, e ANB =)
istniejg U,V € Z°(T) takie, 26 ACU, BCV orazUNV =10.

Dowdd. Niech A = f;*(0), B = f5*(0) dla pewnych fa, fp €
C(T). Definiujemy f € C*(T) jak w (11.1)). Zauwazmy, ze:

{rer irmi<3}>r0

oraz

{rer 1> 3o
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Ponadto mamy:

{rer 11 <3}

N

T\{tef’:Lﬂﬂ>

- r(eafod)

= T\(po f)~H(0),

gdzie ¢ : C — C jest dowolna funkcja ciagla taka, ze C\B(0, 1) =
©~1(0). Rozumowanie to pokazuje, ze zbior

|

{rer 101 <3}

jest kozerowy. Analogiczna argumentacja dziala dla

{rer < 100> 5}

co konczy dowdd. O

11.3 Konstrukcja Wallmana

Oméwilismy juz w skrécie zbiory zerowe (i kozerowe). Jak sie
okazuje, stanowia one podstawowy budulec ultrafiltrow Wallma-
na, ktére definiujemy ponizej.

Definicja 11.3. (ultrafiltr Wallmana / w-ultrafiltr)
Rodzing U C Z(T) nazywamy ultrafilirem Wallmana lub w-
ultrafiltrem, jesli:

(wl) U testuje zwartosé przestrzeni T, czyli dowolne skori-
czone przeciecie elementéw z U jest niepuste,

(w2) rodzina U jest maksymalna (nie mozna jej rozszerzyé
przy zachowaniu wilasnosci (w1)).

Zbiér wszystkich w-ultrafiltréw na T' oznaczamy przez Wall(T).
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O ultrafiltrach Wallmana mozna mys$le¢ jako o maksymal-
nych rodzinach testujacych zwartosé przestrzeni (por. [5], strona
169). Maksymalno$¢ ta przejawia si¢ w nastepujacym fakcie, kt6-
ry pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Problem 11.4. Niech i € Wall(T). Dla A, B € Z(T') spelnia-
jacych A C B oraz A € U pokazal, Ze zachodzi B € U.

Kazdy punkt t € T wyznacza tzw. w-ultrafiltr gléwny
Py = {A €eZ(T) : te A}.

Funkcje p : T'— Wall(T') dana wzorem
Vier p(t) =P

nazywamy funkcjqg gltowng.
Kolejnym naturalnym pytaniem, ktére samo narzuca si¢ po
definicji ultrafiltrow Wallmana, jest:

Czy kazdg rodzine, skladajgcq sie ze zbiorow zerowych i
testujgeq zwarto$é mozina rozszerzyé do ultrafiltru Wallmana?

Intuicja podpowiada odpowiedZ pozytywna, jednak formalizm
matematyczny domaga si¢ (mniej lub bardziej) rygorystyczne-
go dowodu. Okazuje sie, ze mozliwoé¢ takiego rozszerzenia jest
konsekwencja aksjomatu wyboru. Bardziej precyzyjnie, w dowo-
dzie wykorzystamy lemat Tukeya, ktéry mozna odnalezé w [3]
na stronie 10.

Lemat 11.5. Kazda rodzina T C Z(T) testujgca zwarto$é prze-
strzeni jest zawarta w pewnym ultrafiltrze Wallmana.

Dowdéd. Niech T oznacza rodzing rodzin testujacych zwartosé, w
ktorej rozwazamy czesciowy porzadek zadany przez zawieranie.
Czytelnik latwo sprawdzi, ze T jest rodzina skoniczonego charak-
teru ([3], strona 9). W konsekwencji, z lematu Tukey’a, dla kazdej
rodziny testujacej zwarto$é T € T istnieje element maksymalny
U € T taki, ze U D T, co nalezalo pokazaé. O
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Kolejne twierdzenie charakteryzuje ultrafiltry Wallmana. Cha-
rakteryzacja ta przydaje sie w wielu technicznych rachunkach.

Twierdzenie 11.6. (charakteryzacja ultrafiltréw Wallmana)
Rodzina U C Z(T)\{0} jest w-ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy,

gdy:
(Charl) vAl,A..,AneL{ m?:l Ai S U,
(Char2) dla dowolnego A € Z(T') zachodzi implikacja:

(VBEZ/I AﬂB#@) — Acl.

Dowdd. "=’

Jedli dla pewnych Ay, ..., A, € U warunek (Charl) nie jest
spelniony to kladziemy A = _, A; € U. Z (wl) wiemy, ze
A # (. Rozszerzmy U o element A. Pojawia si¢ pytanie, czy
ta rozszerzona rodzina testuje zwarto$¢? Odpowiedz jest pozy-
tywna, poniewaz przeciecie A ze skonczong liczbg zbioréw z U
takze jest takiej postaci jak w (wl). Tym samym rozszerzyliSmy
ultrafiltr ¢, co przeczy maksymalnosci (warunek (w2)).

Przy wykazywaniu warunku (w2), analogicznie jak poprzed-
nio zakladamy, ze istnieje A € Z(T) takie, ze A ¢ U, a mimo to
dla kazdego B € U zachodzi AN B # (. Otrzymujemy ponownie
sprzeczno$¢ z maksymalnoscia (rozwazajac rozszerzenie o A).
7<:7

Warunek (wl) jest oczywiscie spelniony. Zalézmy zatem, ze
U € Wall(T') mozna rozszerzy¢ o A € Z(T) przy zachowaniu
(wl). Wtedy dla kazdego B € Y mamy AN B # 0, wiec z
(Char2) mamy A € Y. Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd.

O

Wyzej przytoczona charakteryzacja przydaje sie do spraw-
dzania, kiedy dwa ultrafiltry Wallmana sg tozsame. Proste rozu-
mowanie podsumowuje nastepujacy wniosek:

Whniosek 11.7. (réwnos$é w-ultrafiltrow)
Ultrafiltry U,V € Wall(T) sq tozsame wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych A € U oraz B € V zachodzi AN B # ().
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Dowdd. Jedynie implikacja "<’ wymaga komentarza. Zal6zmy,
ze U # V, tzn. istnieje A € Z(T') takie,ze Ac Ui AgV. Z
prawa kontrapozycji oraz (Char2) otrzymujemy implikacje

A¢V - ElBEV ANB=10
co daje sprzeczno$¢ z zatozeniem. O

Nastepna definicja jest pierwszym krokiem w kierunku wpro-
wadzenia topologii na rodzinie wszystkich ultrafiltrow Wallmana,
czyli Wall(T). Jak sie okaze, zbiory U*, ktére teraz wprowadzi-
my, beda stanowily baze topologii.

Definicja 11.8. (odwzorowanie *)
Odwzorowanie * : Z¢(T) — 2Wall(T) zdefiniowane jest wzorem:

vUezc(T) U* = {L{ S Wall(T) : T\U ¢L{}

Autor postanowil zebra¢ podstawowe wilasnosci odwzorowa-
nia * w postaci serii probleméw. Ich rozwigzania, bedace w istocie
prostymi przeliczeniami, pozostawiamy w gestii zainteresowane-
go Czytelnika.

Problem 11.9. Pokazad, ze dla dowolnego U € Z¢(T) zachodzi
uel < p(u)eU". (11.2)

Kolejne zadanie pokazuje, ze odwzorowanie * jest rosnace
wzgledem zawierania.

Problem 11.10. Dia zbioréw U,V € Z°(T) takich, ze U C V
pokazaé, ze U* C V*.

W nastepnym ¢éwiczeniu podajemy dwie dodatkowe charak-
teryzacje zbioru U* - sa to wlasnosci (W*1) i (W*2). Ponadto,
zastanawiamy si¢ jak odwzorowanie * wspolgra ze skonczonymi
sumami i przecieciami zbioréw (wlasnosci (W*3) i (W*4)).

Problem 11.11. Niech U,V € Z¢(T). Pokazaé, zZe zachodzg
wlasnosci
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(W*1) U* = {u € Wall(T) : 3acu AC U}

(W*2) U* = {u € Wall(T) : Vaey ANU # (Z)}

(W*3) (UUV)*=U*UV*
(W*4) (UNV)*=U*NV*

Dzigki wiasnosci (W*4) widag, ze rodzina (U*)yeze(ry moze
postuzy¢ za baze topologii, ktéra nazywamy topologia Wallmana
i oznaczamy przez 7*. Jestedmy w tym momencie w stanie na-
szkicowaé dowdd faktu, ze przestrzen Wallmana (czyli Wall(T')
z wlagnie wprowadzona topologia 7*) jest w istocie uzwarceniem
Cecha-Stone’a.

Twierdzenie 11.12. Para (Wall(T), p) jest uzwarceniem Cecha-
Stone’a.

Dowdd. W pierwszej kolejnosci sprawdzamy, ze (Wall(T'), 7%) jest
przestrzenia Hausdorffa. Z lematu [[1.7] wiemy, ze w-ultrafiltry

U, V € Wall(T) sa rézne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja A € U

oraz B € V takie, ze AN B = (. Z lematu znajdujemy
U,V € Z¢(T) takie, ze U D A, V D B oraz UNV = (). Zatem z
(W*1) otrzymujemy U € U* oraz V € V*. Rozlacznos¢ U* i V*
wynika z (W*4).

Kolejna rzecza, ktéra wymaga sprawdzenia to fakt, ze (Wall(T'), 7*)

jest przestrzenia zwarta. Niech F C C(7T') bedzie taka rodzina,

ze

Wall(T) = | J (T\f‘1(0)>* (11.3)

feF

Pomystem jest rozwazenie rodziny
R = <f‘1(0)> c Z(T)
feF
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Pokazemy, ze rodzina R nie testuje zwartosci. Jesli bytoby ina-
czej, to z lematu istnialby w-ultrafiltr & € Wall(T') taki, ze
U D R. Z drugiej strony, (11.3) implikowaloby istnienie funk-

cji f € F takiej, ze U € (T\f‘1(0)> . Otrzymaliby$my, ze

f71(0) € U co jest sprzecznoscia z U O R.

PokazaliSmy, ze istnieje n € N oraz funkcje (f;)i, C F takie,
ze iy f;1(0) = 0. Kladac U; = T\ f; (0) dla i < n otrzymu-
jemy

0 Ui=T — (O U) - &P U U = Wall(T)
=1 =1

=1

co dowodzi zwartosci (Wall(T'), 7%).

Aby wykazaé, ze (Wall(T), o) jest uzwarceniem nalezy do-
wiesé, ze funkcja gléwna p : T — Wall(T) jest homeomorfi-
zmem na swoj obraz, ktéry jest gesty w Wall(T). Aby wyka-
zaé réznowartosciowo$é o przypusmy, ze x # y. Skoro zbiory
{z} oraz {y} sa domkniete, wiec istnieje funkcja f € C(T) ta-
ka, ze f(z) = 0 oraz f(y) = 1. Tym samym, x € f~*(0) oraz
y & f710), czyli f71(0) € p(x) oraz f~1(0) € p(y). Otrzymali-
Smy, ze p(x) # p(y) co oznacza réznowartosciowos$é funkcji.

Aby sprawdzié ciaglosé i otwarto$é¢ funkcji p ustalmy U €
Z¢(T). Wtedy U* jest elementem bazowym w 7% i wyznacza
zbiér bazowy U* N p(T') w topologii indukowanej na o(7'). Prze-
liczenie

tep (U Np(T) < plt) € U teu
dowodzi ciaglosci p. Ponadto, przeliczenie
p(U) = {p(u) e Wall(T) : we U}
= {@(u) € Wall(T) : p(u) € U*} =U*Np(T)
dowodzi otwartosci p.
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W celu pokazania, ze p(T) jest gesty w Wall(T) musimy dla
kazdego U* € Wall(T') znalezé t € T takie, ze p(t) € U*. Nie-
trudno jest to zrobié¢, poniewaz p(u) € U* dla kazdego u € U.

Ostatecznie nalezy sprawdzié, ze (Wall(T), p) jest w isto-
cie uzwarceniem Cecha-Stone’a. Jest to najtrudniejsza czes¢ do-
wodu, ktora tutaj jedynie zarysujemy. Korzystamy z faktu, ze
uzwarcenie Cecha-Stone’a ma nastepujaca charakteryzacje:

Uzwarcenie (X,e) przestrzeni topologicznej T jest uzwarce-
niem Cecha-Stone’a wtedy 1 tylko wtedy, gdy dowolng funkcje
f € C*(T) mozna rozszerzyé do funkeji f € C(Wall(T)) w sen-
sie fo e=f, gdzie e : T — X jest homeomorfizmem o gestym
obrazie.

Graficznie sytuacje ta przedstawia nastepujacy diagram:

Opisana powyzej wlasno$¢ nazywamy wilasnoscig uniwersal-
ng. Aby wykazaé, ze (Wall(T'), p) posiada wlasno$¢ uniwersalna
ustalmy U € Wall(T') oraz f € C*(T). W duzym uproszczeniu,
idea jest rozpatrzenie rodziny

= {actu) « eul

ktorej przeciecie okazuje sie by¢ niepuste. Co wiecej, mozna po-
kazaé, ze jest ono jednopunktowe. Mozemy zatem zdefiniowaé
f(Z/l) jako wlasnie ten punkt znajdujacy sie w [\Uy. Pozostaje
sprawdzi¢, ze jest to funkcja ciagla, spetniajaca fo p=f. To
konczy dowdd. O
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11.4 Epilog

Podczas konferencji 03¢ccZe 2016 (Poznan, dnia 15.05.2016) mia-
lem przyjemno$é¢ przedstawié¢ referat pt. 'Twierdzenie Arzela-
Ascoli i uzwarcenie Wallmana’. Staralem sie w nim opowiedzie¢,
jak opisana wyzej machineria ultrafiltréw Wallmana pozwala
scharakteryzowaé zbiory zwarte w przestrzeni C®(T). Zaintereso-
wanego Czytelnika zachecam do zapoznania sie z artykulem [4],
ktory obecnie znajduje si¢ w recenzji do czasopisma Fundementa
Mathematicae.
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Trudne proste problemy
matematyczne

Matgorzata Lebiedz

Uniwersytet Gdanski

12.1 Wstep

Istnieje wiele probleméw matematycznych, ktérych sformutowa-
nie jest proste, a ktore od lat, czasem nawet wiekéw, opieraja sie
prébom dowodu. Celem tego artykutu jest przedstawienie dwoch
takich probleméw: problemu Collatza i problemu wyznaczania
liczb Ramseya.

12.2 Problem Collatza

12.2.1 Definicja problemu

Problem Collatza (problem 3z + 1) zostal po raz pierwszy zdefi-
niowany przez niemieckiego matematyka Lothara Collatza w la-
tach trzydziestych XX wieku.

Definicja 12.1. Wezmy dowolna liczbe naturalng dodatnia cg.

Tworzymy ciag (c,) zadany wzorem rekurencyjnym
%cn gdy ¢, jest parzyste
3¢, +1 gdy ¢, jest nieparzyste

Hipoteza: istnieje n € N takie, ze ¢, = 1.

Cn+1 =

Zauwazmy, ze:
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o Wystarczy rozpatrywac tylko cg nieparzyste, poniewaz przy
co parzystym dzielimy przez 2 tyle razy, az otrzymamy licz-
be nieparzysta.

e Dla ¢, nieparzystego ¢, 1 zawsze jest parzyste.

e Dla ¢,=1 mamy cp41 = 4,¢ny2 = 2,¢p43 = 1,..., czyli
ciag (¢,) wpada w cykl (1,4,2). Oznacza to, ze powyzsza
hipoteza jest réwnowazna hipotezie: ciag (¢, ) zawsze wpa-

da w cykl (1,4, 2).

e Jezeli pewien z wyrazoéw ciagu c, jest potega liczy 2, to
zgodnie z definicjg ciagu dzielimy przez 2, az otrzymamy
1, czyli taki ciag wpada w cykl (1,4, 2).

Przyktad 12.2. Przedstawimy kilka przykladow dojscia do cyklu
(1,4,2) w zaleznosci od co.
Dla ¢y = 3 otrzymujemy cigg:

(3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,...).

Dla cg =9 otrzymujemy cigg:

(9,28,14,7,22,11, 34,17, 52, 26,13, 40,20, 10, 5,16,8,4,2,1,4,2,1,...).

Dla cg = 27 otrzymujemy cigg:

(27,82, 41,124, 62, 31,94, 47, 142, 71,214, 107, 322, 161, 484,
242,121, 364, 182, 91, 274, 137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233,
700, 350, 175, 526, 263, 790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336,
668, 334, 167,502, 251, 754, 377, 1132, 566, 283, 850, 425, 1276,
638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158, 1079, 3238, 1619, 4858, 2429,
7288, 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154, 3077, 9232,
4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433, 1300, 650, 325, 976, 488,
244,122, 61,184, 92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20,
10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,...)

Dla ¢y = 27 dojscie do 1 zajmuje 111 krokéw, a najwiekszq
wartociq jest 9232.
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12.2.2 Préby obalenia hipotezy

Wigkszoé¢ matematykow sklania si¢ ku temu, ze hipoteza Col-
latza jest prawdziwa. Jednakze istnieje wiele projektéw, ktérych
celem jest zaprzeczenie tej hipotezie. Korzystajac z komputeréw
duzej mocy naukowcy probuja znalezé taks wartosé poczatkowa
ciagu, ktéra wpadnie w cykl inny niz (1, 4, 2). Toméas Olive-
ira e Silva (Universidade de Aveiro, Portugalia) zweryfikowal do-
swiadczalnie hipoteze dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych
mniejszych od 20 - 2°% = 5764607523034234880 > 5,764 - 108
(patrz [1I).

12.2.3 Analityczna préba rozwigzania proble-
mu

Rozpatrzmy jak wygladaja ewentualne cykle. Zalézmy, ze nie-
parzysta liczba dodatnia x jest elementem takiego cyklu. Przyj-
mijmy, ze ¢ = x. Zalézmy, ze w tym cyklu wystepuje k liczb
nieparzystych. Liczbe dzielen przez 2 po wystapieniu i-tej licz-
by nieparzystej oznaczmy jako l;, ¢ = 1,..., k. Wtedy liczbami
nieparzystymi sa:

cCh = X
3x 1
Cli+1 = o T on
3%z 2h 43
Chitl+2 = 2l +l2 2li+l2
3z 2hitlz 3. 90 4 32
Citlo+ls+3 = ol +la+ls ol +la+l3
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3433 2l1+l2+l3 + 3. 2l1+l2 + 32 . 2[1 + 33
Clitlo+lz+la+4 = 9l 2 Hs+la ol +l2+l3+la
k
c _ 3" + 1 olitlat+li—1
litlat -+l t+k QliFlat -+l | QliFlat otk

+ 3. 2l1+l2+'“+lk—2 4 32 . 2l1+l2+"‘+lk—3 + ...

+ 3k7—3 . 2[1+l2 + 3k—2 X 2[1 + 3k—1>

Otrzymujemy:
k
T = 3"z + 1 3. olitlat otk
itla+-+lk olitlo+-+lg—1

+ 32 . 2l1+l2+---+lk_3 R 3]673 . 2l1+l2 4 3]672 . 2l1 4 3k1)

Oznaczmy: | =1y + o + - - + l. Wtedy:

ka1
T = 27;5 + ? <211+12+'“+lk—1 +3. litlat+li—2 +

+ 32 . 2l1+l2+---+lk,3 ot 3]@73 . 2l1+l2 4 3k72 . 2l1 4 3k1>

co po prostych przeksztalceniach algebraicznych daje:

1 (2l1+l2+"'+lk1 +3. olitlzt+li—2

ol _ 3k
+ 32 . 2l1+l2+---+lk_3 Lt 3k73 . 2l1+l2 + 3]672 . 2l1 + 3k1)
Spostrzezenia:

e 2! — 3% musi by¢ dodatnie, gdyz z jest dodatnie;

e licznik musi by¢ podzielny przez mianownik, gdyz x jest
liczba naturalna.
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Najprostszym przypadkiem jest, gdy 2! — 3¥ = 1. Zauwazmy, ze
I,k > 0. Ponadto k > 0 oznacza, ze [ > 1.

Dlal =2 mamy 4 —3* = 1, czyli k = 1. Wtedy x = 1 i otrzymu-
jemy znany cykl (1,4,2). Dla [ > 3 mamy, ze 2! jest podzielne
przez 8. Stad 3% +1 jest podzielne przez 8, czyli 3* +1 = 0 mod 8.
Stad 3F = 7 mod 8. Ale:

2
3k = 3 21k (mod 8),
1, 2lk

wiec nie istnieje takie k naturalne dodatnie, ze 3* = 7 mod 8.
Stad jedynym rozwiazaniem réwnania 2! — 38 = 1 jest (k,1) =
(1,2).

Gdyby udalo sie udowodnié, ze w rozpatrywanym wzorze licznik
jest podzielny przez mianownik tylko dla mianownika réownego
1, hipoteza Collatza bytaby udowodniona.

12.2.4 Analiza dlugosci mozliwych cykli

Lynn E. Garner w 1981 roku badal dtugo$¢ mozliwych cykli. Za-
uwazyl, ze zachowanie ciggu Collatza jest silnie zwigzane z pote-
gami dwojki i tréjki. Udowodnil, Zze potegi dwdjki sa oddzielone
od poteg trojki i ta odleglos¢ roénie prawie tak samo szybko jak
rosng potegi trojki. Udato mu sie¢ powiazac¢ najmniejsza mozliwa
dhugo$é cyklu niezawierajacego 1 z najmiejszg liczba wystepuja-
ca w cyklu. Dla najmniejszej wystepujacej w cyklu liczby réwnej
2-10° dlugoéé odpowiadajacego jej cyklu musi by¢ wieksza lub
réwna 105 000.

Whiosek: jedynym ,krétkim” cyklem jest cykl (1,4,2).

12.2.5 Argument probabilistyczny

Argument opiera si¢ na zalozeniu, ze dla danej liczby naturalnej
nieparzystej n liczba 3”2"’ L jest parzysta z prawdopodobienstwem
% oraz nieparzysta z prawdopodobienistwem %

Rozwazmy trajektorie od jednej liczby nieparzystej do innej nie-

parzystej. Zalézmy, ze pomiedzy nimi jest N — 1 nieparzystych
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liczb. Wtedy mamy N przejsé od jednej liczby nieparzystej do
nastepnej. Dla kazdego z przejs¢ prawdopodobienstwo, ze dzie-
limy dokladnie raz przez 2 wynosi 3. Prawdopodobiefistwo, ze
dzielimy doktadnie dwa razy przez 2 wynosi 2%, ze doktadnie trzy
razy — 2%, itd. Oczekujemy wiec, ze dzielimy dokladnie przez 2
W % wszystkich przejéé, dokladnie przez 22 w 2% wszystkich
przejéé, doktadnie przez 22 w % wszystkich przejs¢ itd. Wobec
tego Sredni wzrost ciagu rozpatrywanych liczb nieparzystych wy-
nosi:

il 3N 3N 3\ N
() . NG AT o (%)

Sredni wzrost pomiedzy dwoma kolejnymi liczbami nieparzysty-
mi z ciagu Collatza (N = 1) wynosi %. Jako ze % < 1, to kolejne
liczby nieparzyste z ciagu Collatza $rednio zmniejszajg sie, co
przemawia za prawdziwoscia hipotezy Collatza.

Nie jest to bynajmniej dowdd hipotezy. Problemem jest, czy
zalozenie, ze dla danej liczby naturalnej nieparzystej n liczba
3ntl jest z prawdopodobierfistwem % parzysta i z prawdopodo-

2
ienstwem = ni Z j wdziwe.
bienstwem % nieparzysta, jest prawdziwe

12.2.6 Roézne podejscia do problemu Collatza

Do problemu Collatza mozna podej$é¢ na rézne sposoby: mozna
bada¢é trajektorie, dtugosci trajektorii, najwiekszy wyraz wyste-
pujacy w danej trajektorii czy tzw. czas stopu (dla danego ¢
najmniejsza liczba naturalna k, taka, ze ¢ < ¢o). Uzywa sig tak-
ze metod spoza teorii liczb.

Wielu matematykéw zajmuje sie problemem Collatza. W 2011
roku Gerhard Opfer z uniwersytetu w Hamburgu (Niemcy) opu-
blikowal artykul z dowodem hipotezy znanej jako problem Col-
latza. Jednakze niektore stwierdzenia uzyte w tej pracy nie byly
wystarczajaco $ciste i po konstruktywnej krytyce sam przyznatl:

LIt is true that (in the very end) some arguments are missing’.
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Wobec tego problem Collatza na dzien dzisiejszy pozostaje pro-
blemem otwartym.

12.2.7 Problemy podobne do problemu Collat-
za

Rozpatrzmy, co sie dzieje, gdy w problemie 3z 4 1 zdefiniujemy
co jako liczbe catkowita ujemna. Wtedy okazuje sig, ze znanych
jest kilka cykli. Sa to:

o (—1,-2),
o (—5,—14,—7,-20,—10),
o (—68,—34,—17, 50, —25, —74, —37, —110,
—55,—164, —82, —41, —122, —61, —182, —91, —272, —136).

Jak dotad nie wykryto innych cykli. Tak zdefiniowany problem
jest odpowiednikiem problemu dla ciagu okreélonego dla liczb
naturalnych dodatnich, gdzie zamiast 3z+1 mamy 3z—1. Wtedy
znanymi petlami sa:

(1,2), (5,14,7,20,10), (=5, —14, —7, —20, —10),

(68,34,17,50,25,74,37,110, 55, 164, 82, 41, 122, 61, 182, 91, 272, 136).

Oproécz problemu 3z+1 mozna takze rozpatrywaé inne problemy,
takie jak problem 5z + 1, 7z + 1 i ogdllnie px + ¢, gdzie p,q sa
nieparzyste i p jest liczba pierwsza. W wielu przypadkach istnieja
cykle niezawierajace 1.

12.3 Liczby Ramseya

12.3.1 Wyznaczanie liczb Ramseya

Definicja 12.3. Grafem nazywamy pare G = (V, E), gdzie V
jest niepustym zbiorem punktéw (wierzcholkéw), a E to zbiér
dwuelementowych podzbioréw zbioru V' (krawedzi).
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Moc zbioru V nazywamy rzedem grafu, a moc zbioru E rozmia-
rem grafu.

Definicja 12.4. Grafem pelnym nazywamy graf, w ktorym kaz-
de dwa wierzchotki potaczone sa krawedzia. Graf peilny o n wierz-
chotkach oznaczamy przez K,,.

Definicja 12.5. Liczba Ramseya R(k, ) nazywamy najmniejszy
rzad grafu pelnego takiego, ze przy dowolnym pokolorowaniu
jego krawedzi dwoma kolorami, istnieje podgraf K w pierwszym
kolorze lub podgraf K; w drugim kolorze. Jezeli k = [, to piszemy
R(k) 1 méwimy, ze jest to k-ta liczba Ramseya.

il 3| 4| s 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
b
40 47 52 59 66 73
3 6| o 18| 18| 23 28 36 N :
) 50 ) 68 Ll 87
4 wlas | | = 58 7 9 08 128 133 141 153
a1 [ & 84 | 115 149 191 88 201 349 417
. 43| ss| s | 100 | 126 144 171 191 13 239 265
49 | 87 | 143 | 26| 316 492 633 848 | 1138 | 1461 | 1878
s 102 | 113 | 132 | 169 179 253 263 317 401
165 | 208 | 405 | 780 | mum | 1s04 | 2566 | 3703 | so33 | eem
N 05 | n7 | 24 289 405 a7 s11
! s40 | 1031 | 1713 | 2836 | 4553 | s0s4 | 10578 | 15263 | omm
2 22 | 317 817 861
1870 | 3583 | 6000 | 10630 | 15044 | 27485 | 41525 | e3600
. 565 581
§ 6588 | 12677 | 22325 | 38832 | 64864
] 798 1265
1 23556 | 45881 | 81123

Rysunek 12.1: Znane wartosci liczb Ramseya lub ograniczenia
dolne i gérne.[7]

Jak widaé, ustalono jedynie dokladne wartosci trzeciej i czwar-
tej liczby Ramseya. Dokladna wartos¢ piatej liczby Ramseya jak
dotad pozostaje nieznana.

Przesledzmy, co oznacza, ze trzecia liczba Ramseya R(3) wynosi
6.

R(3) = 6, czyli przy kolorowaniu krawedzi grafu dwoma kolorami
dla grafu K5 znajdziemy takie pokolorowanie, ktore nie zawiera
pografu pelnego K3 w jednym kolorze. Natomiast dla grafu Kg
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przy kazdym pokolorowaniu krawedzi dwoma kolorami otrzymu-
jemy jednokolorowy (monochromatyczny) podgraf Ks.

Rysunek 12.2: Pokolorowanie grafu K5 dwoma kolorami, przy
ktérym nie istnieje monochromatyczny podgraf K3

Uzasadnienie, ze przy dowolnym pokolorowaniu dwoma kolo-
rami grafu Kg zawsze istnieje podgraf monochromatyczny Ks:
Graf K¢ ma 6 wierzchotkéw, wiec kazdy wierzcholek polaczony
jest krawedzia z dokladnie 5 innymi wierzchotkami. To oznacza,
ze (przy kolorowaniu dwoma kolorami) co najmniej 3 z tych kra-
wedzi sa w jednym kolorze. Przyjmijmy, ze krawedzie viva, v1vs,
v1vg sa w kolorze czerwonym, a v1vs i v1vg W kolorze niebie-
skim. Rozpatrzmy krawedzie vous, vavg, v3vy. Jezeli wszystkie
sa w kolorze niebieskim, to mamy tréjkat (graf K3) w kolorze
niebieskim. Natomiast jezeli ktéras z nich jest w kolorze czerwo-
nym, to istnije tréjkat (graf K3) w kolorze czerwonym (np. jezeli
vov3 jest czerwona, to istnieje trojkat o wierzchotkach vy, vo, v3
w kolorze czerwonym). Stad Kj jest najmniejszym grafem pel-
nym, w ktérym przy dowolnym pokolorowaniu krawedzi dwo-
ma kolorami istnieje monochromatyczny podgraf pelny Ks. Stad
R(3) =6.

W przypadku liczb Ramseya problemem jest oczywiscie wyzna-
czanie ich wartosci. Istnieja analitycznie oszacowane ogranicze-
nia dolne i gérne dla wielu liczb Ramseya, ale doktadne wartosci
czesto nie sg znane. Zwykle doktadne wartoéci wyznaczane sa
za pomoca komputeréw poprzez sprawdzenie warunku istnienia
odpowiedniego podgrafu pelnego we wszystkich mozliwych poko-

lorowaniach grafu. Zauwazmy, ze graf pelny o n wierzchotkach
ny __ n! _ (n=1)n
2) = 2 T T2

ma ( krawedzi, z ktorych kazda moze
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byé¢ pokolorowana na 2 sposoby, co daje 9 réznych poko-
lorowan grafu. Oznacza to, ze mamy do czynienia ze wzrostem
wykladniczym i nawet najlepsze superkomputery nie sa w stanie
sprawdzi¢ wszystkich mozliwosci w rozsadnym czasie.

12.3.2 Niektore oszacowania
Fakt 12.6. R(n,m) < R(n—1,m)+ R(n,m — 1)

Dowdd. Rozwazmy graf pelny o R(n—1,m)+ R(n, m —1) wierz-
chotkach, ktérego krawedzie sa pokolorowane dwoma kolorami.
Wybierzmy wierzcholek v z tego grafu i rozdzielmy pozostale
wierzchotki na dwa zbiory Vi i Vs tak, ze dla kazdego wierzchotka
w zachodzi w € V7, jezeli krawedz vw jest niebieska i w € V5 jeze-
li krawedZ vw jest czerwona. Graf ma R(n—1,m)+R(n,m—1) =
[Vi| 4+ |V2| 4+ 1 wierzchotkéw, wigc albo |V4| > R(n — 1,m), albo
V2| = R(n,m — 1).

Dla [Vi| = R(n — 1,m), jezeli w V] jest czerwony K, to jest tez
w rozpatrywanym grafie. Jezeli w Vi nie ma czerwonego K, to
jest niebieski K,,_1, wigc w V4 U {v} jest niebieski K.

Dla |Va| = R(n,m — 1), jezeli w V; jest niebieski K,, to jest tez
w rozpatrywanym grafie. Jezeli w V5 nie ma niebieskiego K, to
jest czerwony K,,_1, wiec w V5o U {v} jest czerwony K,,.

Zatem w rozpatrywanym grafie zawsze jest albo niebieski K, al-
bo czerwony K, czyli R(n,m) < R(n—1,m)+ R(n,m—1). O
Fakt 12.7. R(n,m) < ("I ?)

m—1

Dowdéd przeprowadza sie indukcyjnie korzystajac z ostatniej
nieréwnosci.
Fakt 12.8. R(n) >n2%2 2¢~ !

Liczby Ramseya moga by¢ zdefiniowane takze dla wigkszej
liczby koloréw. Np. liczba R(n,m, k) oznacza najmniejszy rzad
grafu pelnego, w ktérym przy dowolnym pokolorowaniu krawedzi

istnieje czerwony podgraf pelny K, lub niebieski podgraf pelny
K, lub zielony podgraf pelny Kj.
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12.4 Podsumowanie

Opis kazdego z powyzszych probleméw wraz ze wszystkim, co do
tej pory zostalo zrobione przy prébach ich rozwiazania mogiby
zosta¢ wydany w postaci catkiem grubej ksiazki. Ponadto pro-
blem Collatza i trudnosci zwiazane ze znajdowaniem liczb Ram-
seya to tylko dwa z licznych przykladéw ciagle nierozwiazanych
probleméw matematycznych o bardzo prostym sformutowaniu.
Artykut miat na celu zapoznanie czytelnikow z przedstawionymi
zagadnieniami i zainteresowanie poszukiwaniem rozwiazan.
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Ewa Michalska

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

13.1 Wstep

Méwiac o pieknie styszymy hasta, takie jak: zlota proporcja,
boska proporcja, ztoty stosunek, itp. Otaczajace nas pigkno w
przyrodzie, muzyce, malarstwie, architekturze czesto kryje sie
za pewna niewielka matematyczna wartoscia, a mianowicie licz-
ba %, ktéra posiada nieskoniczone rozwiniecie, dajace liczbe
1,6180339887.... Licze te oznaczamy grecka duza litera fi- ¢
(czasem réwniez oznacza sie mala litera ¢, jednak my w na-
szych obliczeniach stosowaé bedziemy konwencje z duzym fi).
Zostala ona odkryta przez starozytnych Grekow, a jej pierw-
sze udokumentowanie mozemy znalezé w Elementach Euklidesa,
ktorych napisanie datuje sie na okoto 300 roku p.n.e. Byl to
pierwszy podrecznik matematyki. Pelnil funkcje tzw. encyklope-
dii matematycznej, zbierajac wszystkie matematyczne odkrycia
epoki. Flementy skladaja sie z XIII ksiag, a kazda z nich za-
wiera metodologie dowodzenia twierdzen i nowa teorie oparta na
aksjomatach i prawach wnioskowania.

W VI ksiedze znajdujemy tekst dotyczacy zlotej proporcji:

,Powiedzmy, ze linia prosta zostala podzielona harmonicznie,
gdy wiekszy odcinek ma sie tak do mniejszego, jak calosé do
wigkszego”.

Zakladamy, ze caly odcinek jest rowny x, wiekszy jest rowny
1, a mniejszy x — 1. Podstawiajac, jak w powyzszym tekscie,
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otrzymujemy roéwnanie:

Wykonujac obliczenia mamy:
z(z—1)=1-1,

x2—x—1=O,

co po obliczeniu i wzieciu pod uwage tylko dodatniego rozwiaza-
nia daje wynik:
1++5

2 bl

jest to dokladnie nasza liczba ¢.
Zauwazmy pewne wlasnosci tej liczby:

¢=%+L

mnozac razy ¢ otrzymujemy kolejno:
¢ =0¢+1,

PP =0+ =20+1,

¢t =¢®+¢° =3¢ +2,

¢° = ¢ +¢° =5¢ + 3,

9% =¢° +¢" =8¢ +5,

Mozemy zaobserwowaé pewna zalezno$¢ dotyczaca wspolczyn-
nikow liczby ¢, a takze ta sama, lecz przesunieta zaleznos¢ w
wyrazach wolnych. Zalezno$cig ta jest ciag Fibonacciego.
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13.2 Ciag Fibonacciego

Leonardo z Pizy, potocznie zwany Fibonaccim, co prawdopo-
dobnie oznaczato syn Bonacciego, zyt w latach 1170-1250. Droge
do matematyki otworzyla mu ksiegowos¢. Jego ojciec byl wlo-
skim kupcem z miedzynarodowymi powiazaniami handlowymi.
Fibonacci wiele z nim podrézowal, poznajac dzieki temu rézne
kultury. Nauczyt sie¢ matematyki arabskiej od muzulmanskich
mistrzéw. Jako pierwszy wprowadzil do Europy system arab-
ski zamiast abaku. Jednak jego najwiekszym osiagnieciem, ktore
nosi jego imie, byto odkrycie, dotyczace ciagu Fibonacciego. Od-
krycie to opieralo si¢ na rozwiazaniu zadania:

,Ile par krolikéw bedziemy mieli na konicu roku, jesli zacznie-
my w styczniu z jedna para krolikéw, to w kazdym miesiacu,
poczynajac od marca, wyda na $wiat kolejng pare krélikéw i z
kazdej pary urodza sie kolejne pary po 2 miesigcach od narodzin”.

Oryginalny tekst rozwigzania Fibonacciego znajdziemy m.in.
w ksiazce Zlota proporcja. Matematyczny jezyk piekna. Wyd.
RBA, strona 152. My natomiast oméwimy rozwiazanie w skré-
cie. Otéz, majac na poczatku pare krolikow, kiedy urodzi ona w
pierwszym miesiacu bedziemy mieli 2 pary. Jedna z nich, kté-
ra juz byla para w kolejnym miesiacu urodzi jedna pare, zatem
dodajac 2 poprzednie pary uzyskamy 3 pary. W trzecim miesia-
cu 2 z nich zajda w ciaze, zatem urodza si¢ kolejne 2 pary, do
ktorych dodajac pozostate 3 uzyskamy lacznie 5 par itd., az do
dwunastego miesiaca gdzie bedziemy mieli tacznie 377 par.

Ciag Fibonacciego to zatem ciag zaczynajacy sie od dwoch
jedynek, w ktorym kolejne wyrazy powstaja przez sume 2 po-
przednich wyrazéw. Przedstawimy wiec ciag dwunastu pierw-
szych wyrazow, ktory mozemy generowaé w nieskonczonosc:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, 377, . ..

Nasz ciag ma wiele interesujacych wtasnosci. Jedna z nich jest
fakt, ze dzielac wyraz a, 11, przez wyraz a,, przesuwajac sie do co-
raz dalszych wyrazow uzyskujemy coraz lepsze przyblizenie licz-
by ¢, a co za tym idzie zbieznos¢ ilorazu do tej liczby. Pokazemy
kilka takich ilorazéw, mianowicie:
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% = 1, co jest przyblizeniem liczby ¢ z niedomiarem réw-
nym okoto 0,618033,
2 = 2, co jest przyblizeniem liczby ¢ z nadmiarem réwnym

1
okoto 0,381966,

. % = 1,5, co jest przyblizeniem liczby ¢ z niedomiarem
réwnym okoto 0,118033,

o g = 1,(6), co jest przyblizeniem liczby ¢ z nadmiarem
rownym okoto 0,04863,

° % = 1,61764--- co jest przyblizeniem liczby ¢ z niedo-
miarem réwnym okoto 0,0003869,

o 8 =1,6(18) co jest przyblizeniem liczby ¢ z nadmiarem

rownym okoto 0,0001478,itd.

Inna wlasnoéé, to taka, ze suma 10 kolejnych wyrazéw ciagu
Fibonacciego jest wielokrotnoscia liczby 11 pomnozonej przez 4
wyraz od konica wykorzystanego w tej sumie ciggu liczb, np.:

1+14+2+3+5+8+13+21+34+55=

=143 = 1113,
21 + 34 + 55 + 89 + 144 + 233 + 377 + 610 + 987 + 1597 =
= 4147 = 11 - 377.

Kolejna cecha naszego ciagu jest fakt, ze biorac 4 jego kolejne
liczby i stosujac na nich odpowiednie dziatania otrzymamy tréjke
Pitagorejska. Wlasnosci te przedstawimy na przykladzie.

WezZmy 4 kolejne liczby ciagu Fibonacciego, np. 2,3,5,8. Pierw-
sza liczbe pitagorejska otrzymamy przez pomnozenie przez siebie
skrajnych liczb: 2 - 8 = 16. Kolejna liczbe uzyskamy poprzez po-
dwojenie iloczynu liczb $rodkowych, mianowicie 2 - (3 - 5) = 30.
Ostatnia liczba powstaje poprzez zsumowanie kwadratéw Srod-
kowych wyrazéw naszego ciggu, a zatem mamy 32 4 52 = 34.
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Sprawdzamy, czy faktycznie otrzymane przez nas liczby spelnia-
ja twierdzenie Pitagorasa

342 = 30% + 162
1156 = 256 + 900,

zatem fatycznie uzyskalidémy trojke Piagorejska.
Inng wlasnoscia jest wzor:

ay — an_1-anp1 = (—1)"7,

ktory prowadzi do wzoru ogdlnego wyprowadzonego przez Jaqu-
es’a Binet’a w 1843 roku o postaci:

e

ap =

E

B L (_1)n+1]
= \/5 7¢n .

Zauwazamy w nim zalezno$¢ tego ciaggu od naszej zlotej propor-
cji.

Harmonie i pigkno matematyczne mozemy réwniez zaobser-
wowa¢ w muzyce. Czestotliwodci oraz nuty ukladaja sie kolejno
w ciag Fibonacciego. Przykladem jego zastosowania jest np. V
Symfonia Beethovena.

Takze w przyrodzie obserwujemy wystepowanie zaleznoSci.
Ziarna stonecznika ukladaja si¢ w spirale skrecone zaréwno w
kierunku ruchu wskazowek zegara, jak i przeciwnym. Gdy poli-
czymy jedne i drugie otrzymamy takie pary liczb, jak: (21,34),
(34,55),(55,89), czy (89,144). W innych kwiatkach liczba ich plat-
kéw stanowi wyrazy ciagu Fibinacciego i tak: liczba platkéw bzu
jest réwna z reguly 3, jaskréw 5, ostrondzek 8, nagietkéw 13,
astrow 21, stokrotek 21,34,55,89, w zaleznoéci od rodzaju.

Nasuwa sie zatem pytanie, czy zakochany matematyk recytu-
jac znang wyliczanke , kocha, nie kocha . ..” potrafi z goéry oszaco-
wac jej wynik? Ot6z odpowiedZ brzmi nie. Po pierwsze przyroda
lubi plata¢ figle, a po drugie w ciagu Fibonacciego wystepuja
zaréwno liczby parzyste jak i nieparzyste.

[o" +
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Ciag Fibonacciego znajdujemy takze w ludzkim ciele, a mia-
nowicie w dtugosci paliczkow palcow i dloni. Zaczynajac od czub-
ka palca obserwujemy wzrost dlugosci kazdej z kosci w stosunku
2,3,5,8. Ponadto znany jest wzér na idealne wymiary czlowieka:

wzrost(catkowita wysoko$¢)=zasieg rak(odlegto$é¢ miedzy pal-
cami rozciagnietych rak)=8 dloni= 6 stéop= 8 twarzy = 1,618
razy wysoko$¢ pepka (liczona od podlogi).

Nie zalamujmy sie jednak, kiedy po zmierzeniu i podstawie-
niu do wzoru nasze wymiary stana sie odlegle od idealu. Jak
wykazal belgijski matematyk Lambert Adolphe Quetelet (1796-
1874)- postaé¢ ludzka jest idealna tylko jako Srednia. Wykazal
to poprzez badania w 1871 roku badajac proporcje europejskich
mezczyzn. Badania te przeniosty sie w kolejnych latach réwniez
na wymiary kobiet oraz ludzi zamieszkujacych inne kontynety.

13.3 Zloty prostokat

Przechodzac do geometrycznych zastosowan, zloty prostokat to
figura, w ktérej jeden z bokdéw, jest rowny dlugosci drugiego bo-
ku przemnozonemu przez liczbe ¢. Przykladem jego zastosowa-
nia sa m.in. karty kredytowe. Ztote prostokaty mozemy znalezé
w sztuce, np. w obrazie Mona Lisa, Ostatnia wieczerza, czy tez
w atenskim partenonie, cho¢ wymiary tego ostatniego wykazuja
niewielkie odchylenia od tych idealnych, by¢ moze jednak powo-
dem tego stal sie uplyw czasu. Rowniez w naturze ukazuje sie
taka proporcja, chocby w ulozeniu pierwszego i drugiego zeba w
szczece czlowieka.

13.4 Spirala logarytmiczna

Jacob Bernoulli (1654-1705), znany szwajcarski matematyk, przez
cale swoje zycie byl wielkim fascynatem i odkrywca nowych za-
gadnien zwiazanych ze spiralg logarytmiczna. W zwiazku ze swo-
ja miltoécia do niej pragnal, aby po $mierci na jego grobie wyryto
napis ,,Eadem mutato resurso” (co w tlumaczeniu z lac. ozna-
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cza ,Cho¢ przeksztalcana, odradzam sie niezmieniona”). Stowa
te oddaja jej wlasnosci, do ktérych nalezy fakt, ze jej ksztalt
nie zmienia sie przy powiekszaniu, ani zmniejszaniu, co nosi na-
zwe samopodobienstwa, a ponadto jest ona réwnokatna. Ponadto
pragnieniem Benroulliego, byto aby obok wspomnianego napisu
pojawita sie ikona spirali logarytmicznej. Niestety jej tworca nie
znat si¢ dostatecznie na matematyce lub tez zabraklo mu zdol-
noéci, poniewaz spirala na nagrobku powstata, jednak niestety
wiele brakuje jej do umilowanej przez naszego matematyka spi-
rali logarytmiczne;j.

Wiele przykladéw takich spirali mozemy odnalezé w natu-
rze, jak cholby w szyszce pinii, gdzie pojawia sie kilka spirali
w kazdym kierunku obrotu, naszej galaktyce, czy turbulencjach
obrotowych z rosnacg predkoscia rozszerzania, jakie mozna za-
obserwowa¢ w wirach rzecznych lub podczas spuszczania wody
z wanny. Innym ciekawym przykladem jest nautilus, mieczak z
rodziny todzikéw. Wewnetrzna struktura jego muszli powstaje
przez narastanie za kazdym razem coraz wigkszej komory, przy
czym ogollny ksztalt zostaje zachowany, a nowa komora, nad-
budowana nad poprzednia ma dokladnie taki sam ksztalt, choé
wieksze rozmiary.

13.5 Podsumowanie

Jak widzimy, wiele elementéw ze $wiata natury, ale rowniez i
sztuki zwigzanych jest z matematycznymi pojeciami takimi jak
zloty stosunek, liczba ¢, ciag Fibonacciego, czy tez spirala loga-
rytmiczna. Sa to tylko niektére, wybrane z ogromu innych réw-
nie ciekawych zagadnien. Dla chetnych ich rozszerzenia polecam
ksiazke Zlota proporcja. Matematyczny jezyk piekna. Wyd. RBA,
ktora byta mi bardzo pomocna przy ukladaniu tego referatu.

151



Matematyczny jezyk piekna

152



Od grup ilorazowych
do teorii modeli

Pawel Placzek

Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

W algebrze abstrakcyjnej rozwaza sie struktury ilorazowe,
w szczegblnosci grupy ilorazowe, pierscienie, przestrzenie linio-
we czy moduly. Przypomnijmy dla przyktadu konstrukcje grupy
ilorazowe;j.

Niech (G, +) bedzie dowolna grupa. Niech H C G. Zbiér H
nazywamy podgrupa G wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
elementéw a,b € H zachodzi a —b € H. Oznacza to, ze dzialanie
+ oraz branie odwrotnosci na elementach H nie wyprowadza nas
poza H.

Niech g € G bedzie dowolne. Poprzez g+ H oznaczamy {g+h :
h € H}, analogicznie H + g = {h + ¢ : h € H}. Nazywamy
je odpowiednio warstwa lewostronna i prawostronna. Jezeli dla
dowolnego g € G zachodzi g + H = H + g, to H nazywamy
dzielnikiem normalnym.

Definiujemy grupe (¢/mz,®) w sposéb nastepujacy:

“/g={9g+H:gcG}
Vo, ec(gr + H) @ (92 + H) = (g1 +92) + H
Grupe te nazywamy grupa ilorazows.

Przypomnijmy tez pierwsze twierdzenie o izomorfizmie. Niech
(G,*) 1 (H,9) beda dowolnymi grupami. Przeksztalcenie f : G —
H nazywamy homomorfizmem, gdy f(axb) = f(a)< f(b). Méwi-

my, ze homomorfizm zachowuje dzialania. Homomorfizm, ktéry
jest bijekcja nazywamy izomorfizmem.
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Jadrem homomorfizmu f nazywamy zbiér ker f = {g € G :

f(g) =0m}.

Twierdzenie 14.1 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie grup).
Niech [ : G — H bedzie homomorfizmem suriektywnym (epimor-
fizmem), wtedy ker f jest dzielnikiem normalnym, ¢ /yer; = H
oraz istnieje dokladnie jeden izomorfizm f* taki, ze f = f* ok,
gdzie k jest odwzorowaniem kanonicznym.

Definicja 14.2. Jezykiem L nazywamy jezyk rachunku predy-
katéow ograniczony do symboli stalych Const;, = {¢; : i € I},
symboli funkeyjnych Funy = {f; : f € F} oraz predykatéw
Rel;, = {Ry : k € K}, gdzie I, J, K sa zbiorami wskaZnikéw.
Piszemy wtedy L = Consty, U Funy, U Rely,.

Definicja 14.3. Niech L bedzie jezykiem bez predykatéw (Relp, =
(). Struktura algebraiczng jezyka L nazywamy A = (A, {c* : c €
Constp}, {f*: f € Funp}), gdzie ¢™ jest pewnym elementem
zbioru A (nazywany interpretacja symbolu stalej c), a fM jest
funkcja A™ — A, gdzie n jest argumentowoscia symbolu funk-
cyjnego f (f* nazywamy interpretacja symbolu funkcyjnego f).

Jak wiadomo, kazda klasa struktur podobnych (struktur te-
go samego jezyka) ma wlasny odpowiednik homomorfizmu. Roz-
wazmy klase najprostszych struktur - zbioréw. Homomorfizmem
miedzy dowolnymi zbiorami bedzie dowolne odwzorowanie mie-
dzy nimi. Jak si¢ mozna latwo domy$li¢ izomorfizmami beda
tutaj bijekcje. Nasze rozwazania tocza sie wokét struktur ilora-
zowych. Jak mozna zdefiniowaé zbiér ilorazowy?

Przypomnijmy, ze na kazdym zbiorze A mozna okresli¢ szereg
relacji réwnowaznosci. Relacje te dziela caly zbiér A na roztacz-
ne i niepuste klasy abstrakcji. Niech = bedzie taka relacja. Zbior
klas abstrakcji czesto oznacza sie /= i oznaczenie to nie jest
przypadkowe. Zbiér klas abstrakcji jest odpowiednikiem grupy
ilorazowej. Zeby sie o tym przekonaé przepiszmy pierwsze twier-
dzenie o izomorfizmie.

Twierdzenie 14.4 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie zbio-
r6w). Niech A i B bedg dowolnymi zbiorami. Niech f : A — B
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bedzie suriekcjq (epimorfizmem). Okreslamy relacje (ay,a2) €
ker f < f(a1) = f(a2), ktdra jest relacjg réwnowaznosci.
Wtedy 4 /ver f = B oraz istnieje dokladnie jedna bijekcja (izo-
morfizm) f* taki, ze f = f* ok, gdzie k(a) =" /xer f-

Dowdd. Relacja ker f jest relacja réwnowaznosci, poniewaz rela-
cja rownosci nig jest. Okreslamy f* nastepujaco:

J (“/xery) = fla).

7 definicji relacji widaé, ze przeksztalcenie jest dobrze okreslone.
Widaé takze, ze f* ok = f. Niech f*(* /xers) = f*(**/xer f)s
wtedy f(a1) = f(a2), czyli * /ker f =" /ker f- Latwo zauwazy¢,
ze f* jest suriekcja. Wynika to z suriektywnosci f i podzialu A
na klasy abstrakcji. Zatem f* jest bijekcja.

Niech teraz g* bedzie inna bijekcja taka, ze f = ¢g* o k. Przy-
pusémy, ze f*(*/xer f) # 9% (*/xer 5) dla pewnej klasy ¢ /ye, 5. Ale
to jest réwnowazme: f* o k(a) # g* o k(a), czyli f(a) # f(a).
Doszlismy do sprzeczno$déi, zatem f* = g*. O

Odejdzmy troche na bok i przypomnijmy sobie wlasnosci
pierécieni wzgledem ich grup. Jak wiadomo, kazdy pierscien jest
tez grupa ze wzgledu na dzialanie addytywne. Zauwazmy, ze ho-
momorfizm pierécieni jest rowniez homomorfizmem ich grup ad-
dytywnych. Zalezno$¢ ta jednak nie daje si¢ odwrocié, gdyz nie
kazdy homomorfizm grup jest homomorfizmem pierscieni. Po-
dobnie ma si¢ rzecz z pierscieniami z jedynka. Nie kazdy homo-
morfizm pierécieni jest homomorfizmem pierécieni z jedynka. Je-
zeli zatem zapiszemy pierécien z jedynka w postaci (R, 0,1, +, —, -),
to widzimy, ze obciecie tej struktury o pewne operacje i stale, to
homomorficznosé przeksztatcen zostaje zachowana.

Podobnie ma sie rzecz z ilorazami. Jezeli wezmiemy pierscien
ilorazowy i obetniemy go ze wzgledu na mnozenie, to uzyskujemy
poprawnie zdefiniowana grupe ilorazows.

Zatem obcinajac dalej dochodzimy do ,,gotej” struktury sa-
mego zbioru. W takim przypadku grupe ilorazowa powinnismy
rowniez méc przedstawic jako zbidr ilorazowy bez dziatan.
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W teorii grup méwi sie o przystawaniu modulo podgrupa. To
jest doskonaly kandydat na relacje réwnowaznosci, ktorej szuka-
my. Przypomnijmy definicje.

Definicja 14.5. Niech G bedzie grupa, a H jej dzielnikiem nor-
malnym. Méwimy, ze g1,92 € G przystaja do siebie modulo H
wtedy i tylko wtedy, gdy g1 + H = g2 + H. Piszemy wtedy
91 =H 92-

Uwaga 14.6. Relacja =g jest relacjg rownowaznosci.

Dowdd tego faktu polega na bezposrednim sprawdzeniu defi-
nicji relacji réwnowaznosci.

Zauwazmy, ze kongruencja modulo H daje taki sam podziat
na klasy abstrakcji jak w & /. Z definicji warstwy g + H mamy,
ze g’ € (9+ H) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ = g+ h dla pewnego
h € H, wiec ¢ — h = g, co jest réwnowazne na mocy definicji
podgrupy g € (¢’ + H). Oczywiscie zachodzi takze g € (g + H)
oraz ¢’ € (¢’ + H), dzigki czemu mamy g + H = ¢’ + H i to
spelnia nam definicje klasy abstrakcji.

Nasuwa sie nastepujace pytanie: Skoro kazdy dzielnik normal-
ny wyznacza relacje réwnowaznosci, to czy kazda relacja réwno-
waznosci wyznacza jaki$ dzielnik normalny? Odpowied? jest nie-
stety negatywna, co mozna latwo sprawdzi¢ na grupie Z4 przy
podziale na klasy abstrakeji: {0, 1}, {2, 3}.

Co zatem musi spelnia¢ relacja rownowaznosci, aby wyzna-
czala grupe ilorazowa? Spojrzmy ponownie na konstrukcje pod-
grupy. Jak wczesniej zauwazyliémy, podgrupa jest zamknieta na
dzialanie, operacje odwrotnosci, a takze zawiera zero. Nie kazda
relacja réwnowaznosci nam to zapewnia, musimy zatem dotozy¢
dodatkowe warunki.

Definicja 14.7. Niech (G, +,0, —) bedzie grupa. Kongruencja
na grupie G nazywaé bedziemy dowolna relacje réwnowaznosci
= taka, ze:

g1 =092 = —01=—02
N=RNG =09 = 1+91=92+7
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Pokazemy teraz, ze ta relacja wyznacza nam stosowny po-
dzial na warstwy, tworzac grupe ilorazowa. Naszym dzielnikiem
normalnym bedzie H = {g € G : g = 0}. Niech ¢1, 92 € H, wte-
dy g1 =0ige =0, czyli —gs = 0, zatem g; — go = 0 i ostatecznie
g1 — g2 € H. Zatem H jest podgrupa. Warstwa ¢’ + H ma postacé
{geG:g=g'}. Istotnie: ¢+ H={9g€G:g=¢g+hAh € H},
czylih=01ig = ¢, czyli ¢ + h = ¢'. Identycznie definiuje sie
warstwe prawostronna, a dowdd przebiega analogicznie. Zatem
H jest dzielnikiem normalnym.

Widzimy zatem, ze dzielniki normalne i kongruencje na gru-
pie sa sobie rownowazne.

W przypadku pierscieni wszystko przebiega bardzo podobnie.
Idealy generuja nam relacje réwnowaznosci. Natomiast kongru-
encje na pierécieniach indukuja idealy. Przy czym kongruencja
na pierScieniu ma definicje taka, jak na grupie z dodanym wa-
runkiem:

91 =02/N91 =05 => 9191 = 9205

Przygladajac sie innym znanym strukturom ilorazowym mo-
zemy wyszczegdlni¢ podobne definicje kongruencji i zauwazamy
te same zaleznos$ci. Mozna podejrzewaé, ze jest mozliwe uogdl-
nienie tego rozumowania na dowolna strukture algebraiczna.

Mozemy teraz zdefiniowa¢ kongruencje na strukturze alge-
braiczne;j.

Definicja 14.8. Niech L bedzie jezykiem, takim ze Relr = 0.
Oznaczmy o(f) jako argumentowos$é¢ symbolu funkcyjnego f.
Niech A bedzie struktura jezyka L. Kongruencja nazywamy re-
lacje réwnowaznosci =, taka ze:

a1 = a}

as = a),
vaFunL -

Ao(f) = “;(f)
fAlar,az, ... a0(p) = fA(a), db, ... al py)

FLatwo mozemy sprawdzié¢, ze dla wspominanych struktur de-
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finicja kongruencji jest taka sama jak powyzsza. Podobnie defi-
niuje si¢ homomorfizm.

Definicja 14.9. Niech A, B bedg strukturami podobnymi. Ho-
momorfizmem ¢ : A — B nazywamy funkcje, taka, ze:

vcEConstL ¢(CA) = CB

VfEFunL ¢(fA(xlvx2; ---ama(f))) = fB((b(-rl)’ (b(x?)v [ (b(xa(f)))

Ponownie widzimy analogi¢ miedzy definicja homomorfizmu
grup a powyzsza. [zomorfizm jest to bijektywny homomorfizm.
Podajmy wreszcie definicje struktury ilorazowe;j.

Definicja 14.10. Niech A bedzie dowolng strukturg algebraicz-
ng, a = kongruencja na niej. Struktura ilorazowa /= nazywamy
uktad (4/=, {CA/E : ¢ € Constyr}, {fA/f fe FunL}) gdzie
=z oran [ 7 [ ) =)
Poprawnos¢ tej definicji mozna tatwo sprawdzi¢ z definicji

kongruencji. Mozemy teraz sformutowacé pierwsze twierdzenie o
izomorfizmie dla dowolnych struktur.

Twierdzenie 14.11 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie dla
struktur algebraicznych). Niech L bedzie jezykiem bez predyka-
téow (Rely, = 0). Niech A, B bedg strukturami podobnymi. Niech
¢ A — B bedzie homomorfizmem suriektywnym. Niech ker ¢
bedzie relacjg takq, ze (a1,a2) € ker¢p <= ¢P(a1) = ¢(az). Re-
lacja ker ¢ jest kongruencig na A. Wtedy */ver = B. Ponadto
istnieje dokladnie jeden izomorfizm ¢* taki, ze ¢ = ¢p* o k.

Dowdd. Relacja ker ¢ jest relacja réwnowaznosci. Pokazemy, ze
jest to kongruencja. Niech f € Funj, bedzie dowolne. Niech

(ay,a}) € ker ¢, (az,ab) € ker ¢, ..., (ag(f),a;(f)) € ker ¢
Wtedy

¢(fA(a13a23"'aaa(,f))) fB(d)(al)ad)( )? ad)( o’(f)))) =
:fB(qb(a/l)aqb(a;)ﬂ' ( ))) ( (alﬂa2ﬂ"'=a/nj)>7
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czyli (fA(ar,az, ... ap(p)), fA(al, db, -0l py)) € ker¢. Zatem
ker ¢ jest kongruencja.
Definiujemy przeksztalcenie ¢* : 4 /xer 4 — B wzorem:

¢ (*/xer ) = ¢(a).

PokazywaliSmy juz, ze jest to bijekcja i ze jest ona wyznaczona
jednoznancznie przy zalozeniu ¢ = ¢* o k. Wystarczy pokazac,
ze ¢* jest homomorfizmem. Warunek dla stalych wynika wprost
z faktu, ze ¢ jest homomorfizmem. Niech f € Funjy bedzie do-
wolne, wowczas:

A
¢* (f /ker¢($1/ker¢712 /kerd)’“"ma(f) /ker¢)> =

.....

FA(@1,m2 To(r)) 4
= ¢*( /kCY¢) :d)(f (xlax%“'axa(f))) -

= f8(¢($1),¢($2),...,¢($U(f))) =
= f8(¢*($1/ker¢)a (b* (Iz/ker (25)) LR (b* (mu(f)/ker qﬁ))

O

Zdefiniowalismy zatem ilorazy dowolnych struktur algebraicz-
nych. Zachowuja sie one zgodnie z nasza intuicja, dzigki czemu
prawdziwe jest pierwsze twierdzenie o izomorfizmie i wszystkie
jego konsekwencje. Pozostaje zatem problem ostatniego uogol-
nienia. Czy mozemy zdefiniowa¢ ilorazy dla dowolnych modeli,
niekoniecznie czysto algebraicznych?

Intuicyjnie musimy naltozy¢é pewne warunki na kongruencje,
zeby dzialala réwniez dla relacji. Przypomnijmy definicje mode-
lu:

Definicja 14.12. Niech L bedzie dowolnym jezykiem. Modelem
(struktura relacyjna) jezyka L nazywamy M = (M,{c™ : c €
Constp}, {f™M: f € Funp}, {RM : R € Rely}), gdzie cM, fM
sa jak w definicji stuktury algebraicznej, a RM ¢ M) (o(R)
- argumentowos¢ predykatu).
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Sprobujmy zatem zdefiniowaé kongruencje na modelu zgod-
nie z intuicja.
Definicja 14.13. Niech M bedzie dowolnym modelem jezyka

L. Niech = bedzie relacja réwnowaznosci taka, ktora zachowuje
operacje (jak w poprzedniej definicji) i niech dodatkowo spelnia:

a1 = aq
—
g = Ay M
VRGRelL /\(al,ag,...,amk) €R —
—
amk - a’nLk.

= (a},db,...,al, ) € RM

tj. kongruencja zachowuje relacje. Zdefiniujmy wtedy model ilo-
razowy

My = ( My_ (7= ce Const }, {f /= : f € Funp},
(R"/=:Re Relp}>,

gdzie 7 =, fM/ = s jak w poprzedniej definicji oraz

(a1/57a2 /Ea "~aaU(R) /E) € R

Definicja intuicyjnie wydaje si¢ poprawna. Wzmocnilismy kon-
gruencje o zachowywanie relacji i podaliémy relacje w modelu
ilorazowym. Napotykamy si¢ jednak na pewien istotny problem.

Niech ¢ : M — N bedzie epimorfizmem modelu M na N.
Niech (a1, aq2) € ker¢p <= ¢(a1) = ¢(az). Przypusémy, ze ker ¢
jest kongruencja w modelu M. Jednakze zaklada to wtedy, ze je-
&li ¢(ar) = ¢(az), to (a1, *,...,x) € RM <= (ag,*,...,x) € RM
dla dowolnej relacji R. Latwo skonstruowa¢ odpowiedni kontr-
przyktad:

/= <~ (al,a2,...,aU(R))€RM.

qs : (Z7+7<) — ({0}7+7<)

Przeksztalcenie ¢ daje nam relacje totalna i tym samym relacja
< musialaby by¢ totalna. Widzimy zatem, Ze nie jest to kon-
gruencja w modelu relacyjnym. W takim przypadku pierwsze
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twierdzenie o izomorfizmie nie jest prawdziwe, czyli nasz model
ilorazowy nie zachowuje sie zgodnie z oczekiwaniami.

Matematykiem jest, kto umie znajdowac analogie miedzy twier-
dzeniami, lepszym - kto widzi analogie miedzy dowodami, jeszcze
lepszym - kto dostrzega analogie miedzy teoriami, a mozna wy-
obrazic¢ sobie i takiego, co widzi analogie miedzy analogiami. Ste-
fan Banach.

Dotychczas tworzyliémy definicje poprzez analogie. Nastep-
nie w spos6b analogiczny formutowaliSmy pierwsze twierdzenie o
izomorfizmie, a na koniec w sposob analogiczny go dowodziliSmy.
Niestety, nasza intuicja zawiodla nas w ostatnim kroku. Problem
wynika z faktu, ze nie dostrzegliémy analogii miedzy analogia-
mi, ktéra to pozwololaby nam poprawnie sformutowaé definicje
kongruencji w dowolnych modelach.

Musimy zatem przyjrzeé sie temu zagadnieniu od innej stro-
ny. Sprébujmy innymi drogami doj$¢ do definicji kongruencji.

Na poczatku wykonamy nastepujace kroki: znajdziemy mini-
malny zestaw warunkéw, ktéry definiuje kongruencje na struk-

turach algebraicznych, a nastepnie spréobujemy je zastosowacé¢ do
kongruencji na dowolnych strukturach.

Niech L bedzie dowolnym jezykiem. Niech M bedzie dowol-
nym modelem tego jezyka, a = relacja réwnowaznosci okreslona
na uniwersum tego modelu. Niech A bedzie L-struktura, ktorej
uniwersum jest zbiér M /.

Niech f € Funy bedzie dowolnym symbolem funkcyjnym o
n argumentach. Wybierzmy a1, as, ..., a, € M. Wtedy:

fN(al/Eva2 /=" =) =)=

dla pewnego a € M. WeZmy a| = a1,a, = aqg,...,a, = ay.
Witedy:

ch\/’(all/zvaé /57 --~:a;1 /E) = a/E
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Widzimy zatem, ze:

a; = aj
/
az = Aoy
vaFunL -
an = al,

= fN(al/E’a2 /Ea""an /E):fj\[(a,l/zaal2 /57.“7(1; E)

UWAGA! Warunek ten, cho¢ bardzo podobny, nie jest réwno-
wazny z warunkiem kongruencji, poniewaz nie wynika z niego, ze
fM(ay,az, ...,a,) = a. Wystarczy intuicyjne zalozenie, ze prze-
ksztalcenie kanoniczne jest homomorfizmem. Istotnie:

k(fM(a1, ag,....an)) = N (k(ar), k(az), ..., k(an)) =

= fN(al/EaaQ /= =) ==

Widzimy wiec, ze zalozenie o homomorficznosci £ wymusza na
relacji = zachowywanie operacji.

Zatozylidmy zatem nastepujace rzeczy: = jest relacja réwno-
waznosci, uniwersum struktury ilorazowej jest zbiorem klas abs-
trakcji = oraz x jest homomorfizmem. Te trzy warunki wystar-
czyly, by definicja kongruencji wylonila sie w tej samej formie.
Co wiecej, mozemy nawet nie definiowaé¢ struktury ilorazowej
explicite, lecz napisa¢ twierdzenie jako:

Twierdzenie 14.14 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie struk-
tur algebraicznych). Niech L bedzie dowolnym jezykiem, takim
Ze Relr, = 0. Niech A, B bedq L-strukturamsi. Niech ¢ : A — B
bedzie homomorfizmem suriektywnym. Wtedy ker ¢ = {(a1,a2) €
A% ¢(ar) = P(az)} jest relacjq réwnowaznosci na A oraz istnie-
je dokladnie jedna L-struktura A’, taka ze jej uniwersum stanowsi
2bidr klas abstrakcji relacji ker ¢, przeksztalcenie k : a — */= jest
homomorfizmem oraz A’ = B. Ponadto istnieje dokladnie jedna
funkcja ¢, taka ze ¢ = ¢* o k.

Przyjmujac te same zalozenia, rozwazmy teraz zachowanie
relacji w modelu ilorazowym. Niech R € Rel; bedzie dowolnym
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predykatem n-cztonowym. Wybierzmy a4, as, ...,a, € M, takie
ze (/2,92 /=, ...% /=) € RN. Podobnie jak wcze$niej wezmy
ay = ay,dy = as, ...,dl, = a,, wtedy (“/=,% /=, ...,% /=) € RV.
Uzyskujemy zatem:

a) = a’
— /
a2 = Qg
VReRel;, =
an, = a,,

(/= /z o o) € BY = (B2 [2, /=) € RY)

Ponownie mamy stabszy warunek niz w kongruencji. Skorzystaj-
my teraz z homomorficznoéci «.

(a1,a2,...,a,) € RM = (/=2 /— .. % /_) e RN

Widzimy zatem, ze gdyby przepisa¢ powyzsze twierdzenie,
dopuszczajac predykaty w jezyku, uzyskamy inne twierdzenie niz
pierwotnie formulowane, poniewaz nasze zalozenia sa stabsze.

Twierdzenie 14.15 (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie mo-
deli). Niech L bedzie dowolnym jezykiem. Niech M, N bedg mo-
delami tego jezyka. Niech ¢ : M — N bedzie homomorfizmem
suriektywnym. Wtedy ker ¢ = {(a1,az) € M? : ¢(a1) = ¢(a2)}
jest relacjqg rownowaznos$ci na M oraz istnieje dokladnie jedna L-
struktura M’ , taka Ze jej uniwersum stanowi zbidr klas abstrakcji
relacji ker ¢, przeksztalcenie k : a — %/= jest homomorfizmem
oraz M' = N. Ponadto istnieje dokladnie jedna funkcja ¢*, taka

ze ¢ = ¢* o k.

Dowdd. ker ¢ jest relacja rownowaznosci, poniewaz relacja row-
noéci nig jest. Definiujemy

M :( M or by {M ceConstp}, {f™M : f € Funy},

{RM R e RelL}>
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w sposéb nastepujacy:

M/ 4./\/1
c = /ker 1)

’ M
FM U kor 6,72 [ker s "D Jrerg) =1 @1320Zo) [y

oraz ($1/ker¢7wz /kerd)a L€ /ker ¢) S RM/ wtedy i tylko wtedy,
gdy: v
(d(21), d(22), ..., d(To(r))) € R™.

Definicja stalych nie budzi watpliwosci co do poprawno$ci, gdyz
relacja rownowazno$ci wyznacza klasy abstrakcji jednoznacznie.
Definicja operacji jest poprawna na mocy wlasnoéci homomor-
fizmu ¢. Istotnie, niech (z1,2]) € kero, (xa,25) € kerd, ...,
(To(p), m;(f)) € ker ¢.

O(fM (@1, 2, ey o) = [N (D(@1), D(@2), o Da0(y)))) =
= fN((b(xa)a(b(xé)v '-'7¢(x,a(f)>)) = (b(fM(x,hx/Qa "'7$;(f)))

Pozostaje przyjrzeé sie definicji relacji, ale jest ona jednoznaczna
z definicji ker ¢.

Zdefiniowaliémy poprawna L-strukture. Pokazemy, ze k jest
homomorfizmem. Udowodnimy ten fakt tylko dla relacji, gdyz
stale i operacje sa tak samo zdefiniowane jak w twierdzeniu dla
struktur algebraicznych. Wezmy:

(1’1,%2, ...,(EU(R)) € RM -
(¢($1)7¢(I2)7"'7¢(IJ(R))) € RN =
(Il/kerqﬁyxz /ker¢a ~'~7IG(R) /ker¢) S RM/~

Niech ¢* : “/xer¢ — ¢(a). Przeksztalcenie jest poprawnie
okreélone na mocy definicji relacji. Jest to bijekcja, poniewaz kaz-
dy element N wyznacza dokladnie jedna klase abstrakeji (korzy-
stamy z suriektywnosci ¢). Jest to réwniez homomorfizm struk-
tur algebraicznych na mocy poprzedniego twierdzenia. Wystar-
czy pokazaé, iz jest to mocny homomorfizm ze wzgledu na re-
lacje. Homomorficznos¢ wynika z samej definicji relacji. Niech
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(Y1,Y25 - Yo(R)) € RN). Przeksztalcenie ¢ jest suriekcja, zatem
mamy y1 = ¢(21),y2 = ¢(22), ..., Yo(r) = $(To(r)). Wystarczy
wzig¢ klasy abstrakcji elementow 1, z2, ..., T5(R)-

PokazaliSmy zatem, ze jest to izomorfizm. Jednoznacznosé
pokazywaliSmy w wersji twierdzenia dla zbioréw. O

Podajmy zatem ostateczna definicje modelu ilorazowego.

Definicja 14.16. Niech L bedzie dowolnym jezykiem, a M je-
go modelem. Niech ¢ bedzie dowolnym homomorfizmem modelu
M. Modelem ilorazowym /¢ nazywamy L-strukture, ktérej
uniwersum jest zbiér klas abstrakcji jadra tego homomorfizmu
oraz przeksztalcenie K : m — ™ /ier ¢ jest homomorfizmem.
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Funkcje Morse’a a rozklad
rozmaitosci na raczki

Marcin Sroka
Uniwersytet Jagielloniski w Krakowie

Wydzial Matematyki i Informatyki

W artykule przedstawimy idee rozkladu gladkiej rozmaito-
$ci rézniczkowej na tzw. ,raczki” bedace cegietkami z ktorych,
jak sie okazuje, mozna zbudowaé¢ dowolna rozmaitos¢ zamknie-
ta. Narzedziem, przy pomocy ktérego otrzymuje si¢ wspomniany
rozklad jest teoria funkcji Morse’a. Ukazuje ona zwiazek miedzy
szczegblnymi gladkimi funkcjami na rozmaitosci a jej topologia.
Przedstawiona w sposob skrécony i skondensowany teorie zobra-
zujemy dokladnie przeanalizowanym przykladem oraz licznymi
ilustracjami.

15.1 Teoria funkcji Morse’a

Ten krétki paragraf stanowi niezbedne minimum dajace aparat
techniczny, ktory pozwoli nam w nastepnym paragrafie dokonaé
rozkladu rozmaitoéci na raczki. Rozpoczniemy, od podania defi-
nicji punktu krytycznego.

Definicja 15.1 (Punkt krytyczny i warto$é krytyczna). Dla
gladkiej rozmaitosci rézniczkowej M wymiaru m (rozmaitosé¢ M
w obrebie calego artykutu jest zamknieta tzn. zwarta i bez brze-
gu) oraz gladkiej (w obrebie calego artykulu gladki oznacza klasy
C™) funkcji f € C*°(M), punkt p € M nazywamy krytycznym
jesli rézniczka dy, f : T, M — Ty, R = R wynosi 0. Natomiast
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liczbe a € R nazywamy wartoscig krytyczng (dla f) jesli istnieje
punkt krytyczny p € M taki, ze f(p) = a.

Dla os6b wolacych pracowac w lokalnym uktadzie wspélrzed-
nych oznacza to, ze w dowolnej mapie ¢ : U — R™ takiej, ze
p € U zachodzi:

of
1

of

e B (p)=0.

(p) =0

Jak si¢ okaze w niedalekiej przyszlosci, funkcje Morse’a to
takie o szczegblnych punktach krytycznych. Aby byé w stanie
wystowi¢ jakie majg by¢ te punkty krytyczne potrzebujemy po-
jecia Hessianu.

Definicja 15.2 (Hessian w punkcie krytycznym). Dla gladkiej
funkcji f € C°°(M) (na gladkiej rozmaitosci M wymiaru m), jej
punktu krytycznego p € M i mapy ¢ : p € U — R™ definiujemy
Hessian:
o*f
Hj0) = L5535 Wliets om

Jako proste ¢wiczenie pozostawiamy wykazanie, ze Hessian
w punkcie p zalezy od wybranej mapy oraz ze zaleznosé ta jest
nastepujaca.

Whiosek 15.3. Dla dwéch map jak w ostatniej definicji - ¢ i 1
zachodzi:

H?(P) = on¢fl(¢(P))TH?(P)on¢fl(¢’(P)),

gdzie Jypop-1(0(p)) jest macierzq Jacobiego odwzorowania przej-
scia od ¢ do Y w punkcie ¢(p).

Dzieki temu, ze jakobian odwzorowania przejScia jest nieze-
rowy, poprzednia uwaga pozwala nam wprowadzi¢ definicje nie-
zdegenerowanego punktu krytycznego bez obaw o jej zaleznosé
od wybranej mapy.
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Definicja 15.4 (Niezdegenerowany punkt krytyczny). Niech M
bedzie gladka rozmaitoscia wymiaru m, za$ f € C°(M) — funk-
cja gladka. Jej punkt krytyczny p € M nazwiemy niezdegenero-
wanym jesli

det H$(p) # 0
dla jakiej$ (réwnowaznie kazdej) mapy ¢ : p € U — R™.

Przyszedl moment aby wystowi¢ zapowiedziana definicje funk-
cji Morse’a.

Definicja 15.5 (Funkcja Morse’a). Gladka funkcje f € C*°(M)
(na gladkiej rozmaitosci M) nazywamy funkcjg Morse’a, jesli
kazdy jej punkt krytyczny jest niezdegenerowany.

Na pierwszy rzut oka nie wida¢ celu badania wtasnie takich
funkcji. Aby stal sie on jasny musimy poczekaé¢ do paragrafu 2,
gdzie przedstawiona zostanie procedura odtwarzania rozmaitosci
przy pomocy punktéw krytycznych funkcji Morse’a. Chwilowo
musimy natomiast zadowoli¢ sie nastepujacym lematem, poka-
zujacym jak szczegodlng lokalng postaé musi przyjmowac dowolna
funkcja Morse’a.

Twierdzenie 15.6 (Lemat Morse’a). Niech f € C*°(M) bedzie
gladkq funkcjg na rozmaitosci M wymiaru m, zas p € M bedzie
jej niezdegenerowanym punktem krytycznym. Wowczas istnieje
mapa ¢ taka, ze ¢p(p) =0 oraz:

(foo™ ) (z)=—af — ... — a3 + 231 + ... + 22, + f(D).

Czytelnika ciekawego dowodu odsylamy po elementarny acz
technicznie uciazliwy dowdd do [II, 2]. Okazuje sie, ze liczba mi-
nuséw w kanonicznej postaci z poprzedniego lematu jest réwna
indeksowi (liczbie minuséw na przekatej po diagonalizacji) Hes-
sianu, apriori w zaleznosci od wybranej mapy. Dzieki wybér
mapy nie wpltywa na jednak otrzymany wynik, a to pozwala nam
sformutowaé kolejna definicje.

Definicja 15.7 (Indeks niezdegenerowanego punktu krytyczne-
go). W sytuacji z poprzedniego lematu A (niezalezna od rozwa-
zanej mapy) jest nazywana indeksem punktu p.
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Latwo otrzymujemy nastepujacy wniosek z (prawdziwy
nawet dla niezwartej rozmaitosci).

Whiosek 15.8. Niezdegenerowane punkty krytyczne gladkiej funk-
cji f € C®(M) na rozmaitosci M sq izolowane.

Wrynika z tego, ze w dziedzinie mapy jak w nie ma in-
nych punktéw krytycznych niezdegenerowanych. Jesli natomiast
bedziemy zakladaé¢ zwartos¢ M, to z poprzedniej uwagi tatwo
wywnioskowaé nastepujacy wniosek:

Wnhniosek 15.9. Gladka funkcja f € C°(M) na zwartej roz-
maitosci M ma skoniczenie wiele niezdegenerowanych punktow
krytycznych.

Dotychczas wyliczyliSmy wiele wlasnosci funkcji Morse’a. W
szczegblnosci wydawaé by sie moglo, ze skoro spelniaja one[15.6
to kwestia ich istnienia moze byc sprawa klopotliwa. Nic bar-
dziej mylnego. Okazuje sie bowiem, ze wystepuja one na kazdej
rozmaitosci tak gesto, jak tylko mozna sobie tego zyczy¢.

Twierdzenie 15.10 (Aproksymacja funkcjami Morse’a). Niech
M bedzie zamknietq rozmaitoscig wymiaru m, za$ g € C°(M)
funkcja gladkq. Wowczas dla kazdego € > 0 istnieje funkcja Mor-
se’a e-blisko funkcji g.

Oczywiscie wymagaloby wyjasnienia co oznacza sformulowa-
nie e-blisko uzyte w wypowiedzi ostatniego twierdzenia. Nie be-
dzie to jednak istotne w naszych rozwazaniach i spokojnie mozna
uwazad, ze oznacza ono e-blisko w normie supremum (w pewnym
sensie tak musi by¢). Po tym, jak zagwarantowaliSmy sobie ist-
nienie interesujacych nas obiektow, przytoczymy jeszcze jedno
twierdzenie na temat ,poprawiania” funkcji Morse’a.

Twierdzenie 15.11. Niech M bedzie gladkq rozmaitoscig wy-
miaru m, za$ f € C™®(M) funkcje Morse’a ktdrej wszystkimi
punktami krytycznymi sq¢: po, ..., pn. Wowczas istnieje funkcja
Morse’a g, ktorej wszystkimi punktamsi krytycznymi sq: po, ---, Pn
oraz

g(xi) # g(xj), i#J.
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W powyzszym twierdzeniu (podobnie jak poprzednio) mozna
dodatkowo zarzadaé, aby uzyskana funkcja g spelniala teze i byta
dowolnie blisko funkcji f.

15.2 Rozktad rozmaitosci na raczki

Zajmiemy si¢ teraz zapowiedzianym w poprzednim paragrafie
odtwarzaniem rozmaito$ci ze zdefiniowanej na niej funkcji Mor-
se’a. Pomocna w $cistym zrozumieniu niektérych rozumowan be-
dzie wiedza z zakresu rozmaitosci z brzegiem, po ktéra odsylamy
do [4]. Przypomnijmy, ze interesowaé¢ nas beda rozmaitosci za-
mkniete M tzn. zwarte i bez brzegu. Ustalmy funkcje Morse’a
f: M —Rjakw (tzn. taka, ktéra réznym punktom kry-
tycznym przypisuje rézne wartosci). Oznaczmy:

M;={pe M| f(p) <t}

Naszym zasadniczmym celem jest zbadanie, jak zmienia si¢ M,
wraz z t. Pierwszym wynikiem z tego zakresu jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 15.12. Jesli f nie ma wartosci krytycznych w
[a,b] dla a,b € R takich, ze a < b, to rozmaitosci (z brzegiem)
M, i My sq¢ dyfeomorficzne.

Jesli czytelnik uwierzy (lub sprawdzi), ze funkcja wysokosci
(rzutowanie na o$ z) na sferze dwuwymiarowej S? zanurzonej w
R3 jest funkcja Morse’a, to wedlug ostaniego twierdzenia wszyst-
kie S? po usunieciu ,czapeczki” sa dyfeomorficzne, niezaleznie
od tego jak wysoka ,,czapeczke” wezmiemy. Ostatnie twierdzenie
mowi nam takze, ze zmiana w ksztalcie M; nastepuje tylko pod-
czas przechodzenia przez warto$¢ krytyczna. Zbadamy teraz, jak
dokladnie ta zmiana wyglada. Zalézmy, ze f jest funkcja Morse’a
o punktach krytycznych:

DPos --5 Pn;

ktoére spelniaja ponadto:

f(po) < .. < f(pn)-
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Natychmiast widzimy, ze f(po) musi by¢ minimum funkcji f,
edyz jako funkcja ciagla takowe osiaga na zwartym M. Ponadto
(wobec tego, ze funkcja jest gladka) jej lokalne minima musza
by¢ punktami krytycznymi. Zupelnie analogiczne rozumowanie
pokazuje, ze f(p,) jest najwieksza wartoscia f.

Wiadomo, ze dla kazdego t < f(pg) mamy M; = (. Wy-
bierzmy mape ¢ dla f i po, jak w Indeks pg musi wynosié
0, inaczej nie byltby lokalnym minimum, co wynika z tego jaka
postaé¢ ma f w tej mapie (patrz . Wéwezas:

(foo™)(x) =23 + ...+ a2, + f(po),

a zatem:
d)(Mf(po)-‘re) = Dm(07 6)

(jako ze mapy sa zawsze dyfeomorfizmami, My, )4e jest dyfe-
omorficzne z m-wymiarowym dyskiem D™(0,¢)) dla € tak ma-
tego, aby D™(0,¢€) byl zawarty w obrazie mapy. W przypadku
dowolnego punktu krytycznego p; o indeksie 0 pojawia sie wow-
czas m-wymiarowy dysk, za§ Mg (p,)4e jest dyfeomorficzne z
Mygp,)—e U D™(0,1).

Dysk m-wymiarowy nazywamy w tym kontekscie 0-rgczkg.
Przechodzac do rozwazan drugiego ekstremum, dla ¢t > f(p,)
mamy oczywiscie M = M;. W mapie ¥ ponownie wybranej jak
w dla punktu p,, mamy:

fou(x) = —ai — .. —ap, + f(pn)-

M = My, )+ otrzymuje si¢ zatem z My, ). poprzez na-
krycie obiektem dyfeomorficznym z D™ (0, €), doklejonym wzdluz
brzegu My, - (brzeg ten jest dyfeomorficzny z S™=1(0,€)).
W tym przypadku m-wymiarowy dysk nazywamy m-rgczkg. 0-
rgczka i m-rgczka sa tym samym obiektem tzn. m wymiarowym
dyskiem D™(0,1), réznia sie jednak zasadniczo sposobem dokle-
jania. Pierwsza z nich jest zawsze dostawiana obok rozmaitosci,
druga pelni role ,,czapeczki” zakrywajacej dziure.

Bez wdawania si¢ w dalsze szczegdly (o ktérych mozna prze-
czyta¢ w [1]), m-wymiarowa A-rgczkg nazywamy zbidr

172



Marcin Sroka

D*(0,1) x D™=*(0,1) doklejany zawsze wzdluz S*~1(0,1) x
D™=A(0,1). Prawdziwe jest takze nastepujace twierdzenie, daja-
ce pelny obraz tego, jak zmienia sie My, podczas gdy t przechodzi
przez warto$¢ krytyczna.

Twierdzenie 15.13. Jesli p; jest punktem krytycznym o indek-
sie A, to

My(p,)+e jest dyfeomorficzne z
Mf(Pi)—é S D)‘(()? 1) X Dm_)\(o’ 1)3

gdzie symbol W oznacza doklejanie A-rqczki do brzegu My, .

Dla zobrazowania dotychczasowych rozwazan przesledzimy,
jak przedstawiona procedura dziala w przypadku dwuwymia-
rowego torusa T2. Jako ze jest to rozmaitosé¢ dwuwymiarowa,
to musimy zda¢ sobie sprawe, jak wygladaja raczki w drugim
wymiarze. Ponizej przedstawiamy ilustracje O-raczki, 1-raczki i
2-raczki.

0-raczka

Rysunek 15.1: Najlepiej wyobrazaé¢ sobie 0-rgczke jako ,mi-
ske” w R3.
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1-raczka

Rysunek 15.2: I-rgczka czyli DY(0,1) x D(0,1) jest dyfeomor-
ficzna z prostokatem. Doklejamy ja zawsze wzdluz zaznaczonych
na rysunku na bialo dwoch z jej czterech bokdéw.

2-raczka

Rysunek 15.3: 2-rgczke, czyli D? x DY, utozsamiamy z ,,czapecz-
ka” zanurzong w R3. Zaznaczony bialty okrag S x D stuzy do
jej doklejania

Wracajac do torusa 72 zalézmy, ze jego réwnanie w R? to:
2
((:cz +y2)r — 2) + 2% =1 (torus lezy).

Funkcja Morse’a jest w tym przypadku projekcja na o$ x tzn.
odwzorowanie
f:T?3 (z,y,2) —» xR

(udowodnienie tego faktu zostawiamy jako ¢wiczenie). Posiada
ona cztery punkty krytyczne p = (—3,0,0), ¢ = (—1,0,0), r =
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(1,0,0), s = (3,0,0). Punkt p jest punktem, w ktérym funkcja
osiaga minimum, zatem ma on indeks 0.

Rysunek 15.4: Przechodzac przez warto$é f(p) dodajemy do zbio-
ru pustego 0-raczke, czyli tworzymy sume roztaczng zbioru pu-
stego z ,,miska”.

Przechodzac przez warto$é dla ¢ (ktérego indeks wynosi 1)
zmuszeni jestesmy doklei¢ 1-raczke do zaznaczonego na poprzed-
nim rysunku biatym kolorem okregu, w taki sposéb by utworzy¢
,koszyczek”.

Rysunek 15.5: Rysunek po lewej to witasnie ,koszyczek” z dosé
splaszczona raczka. Jest on oczywiscie dyfeomorficzny z czeécia
torusa pokazana po prawej.

Punkt r takze jest indeksu 1, wiec ponownie zmuszeni jeste-
Smy doklei¢ 1-raczke. Brzeg 1-raczki, czyli dwa odcinki trzeba
doklei¢ do brzegu z ostatniego rysunku, czyli dwéch okregow.

Na koniec, przechodzac przez maksimum funkcji f (czyli f(r))
doklejamy 2-raczke.
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Rysunek 15.6: Doklejanie 1-raczki mozna poréwnaé¢ do budowy
mostu miedzy dwoma ramionami fragmentu torusa, ktory zbu-
dowali$my dotychczas.

Rysunek 15.7: Doklejanie 2-raczki polega na zaklejeniu dziury w
torusie z ostatniego kroku ,czapeczka” wzdluz zaznaczonego na
bialo okregu.

Wréémy na chwile do ogdlnej procedury odtwarzania rozma-
itosci z funkcji Morse’a. Latwo zauwazy¢, ze zachodzi nastepu-
jace twierdzenie:

Twierdzenie 15.14 (Rozklad rozmaitosci na raczki). Funkcja
Morse’a f pozwala utworzyé rozmaitosé poprzez doklejania ko-
lejnych rqczek, ktora jest dyfeomorficzna z wyjsciowg M.

15.3 Twierdzenie Reeba

Proces odtwarzania rozmaitosci z funkcji Morse’a jest pomocny
w dowodzie nastepujacego faktu:
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Twierdzenie 15.15 (Reeb). Niech M bedzie zamknietq rozma-
itoscig wymiaru m, za$ f € C°(M) - funkcjg Morse’a. Jesli f
ma dokladnie dwa punkty krytyczne, to M jest homeomorficzna
z S™.

Polecamy sprébowaé udowodni¢ powyzszy fakt przy pomo-
cy [I5:12) oraz faktu, ze homeomorfizm miedzy sferami mozna
zawsze rozszerzy¢ do homeomorfizmu miedzy dyskami, ktére te
sfery ograniczaja. Po narzuceniu pewnego ograniczenia na wy-
miar, mozna udowodni¢ nawet wiecej.

Twierdzenie 15.16. Niech M bedzie zamknietq rozmaitosScig
wymiaru m < 6, zas f € C°(M) - funkcjg Morse’a z dokladnie
dwoma punktami krytycznymi. Wowczas M jest dyfeomorficzna

z 8™,

Dowdd jest identyczny jak poprzednio, z ta réznica ze w wy-
miarach nie wiekszych od 6 takze dyfeomorfizm miedzy sferami
mozna rozszerzy¢ do dyfeomorfizmu miedzy dyskami. Jak wyka-
zal J. Milnor w swej stynnej pracy [3], w ogélnosci twierdzenie to
jest nieprawdziwe. Uczynil on to, konstruujac rozmaito$¢ home-
omorficzna, ale nie dyfeomorficzng z S7, na ktérej istnieje funkcja
Morse’a z doktadnie dwoma punktami krytycznymi.
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Agnieszka Stelmaszyk
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu
Wydzial Matematyki i Informatyki

16.1 Wstep

W salonie fryzjerskim siedzi matematyk, obok potyskujaca para
nozyczek, mnéstwo szczotek i innych sprzetéw. Nerwowo wierci
sie w fotelu — przeciez nie od dzi$ wie, ze sfery zaczesac sie nie da.
Fryzjer intuicyjnie siega po nozyczki, szalejace nad czolem roz-
maitosci nie rokuja zbyt dobrze. Niechetny rozspéjnieniu klient
wpada na pomyst — warkocz bedzie idealny!

U progu XX wieku Artin wprowadzil do topologii kolejna
dziedzine (pozornie) blisko zwiazang z codziennoscia. Teoria war-
koczy znajduje szerokie zastosowania miedzy innymi w biologii i
kryptografii, a takze w teorii weztow. Niniejszy artykul stanowi
elementarne zaproszenie do rozwazan tego zagadnienia przedsta-
wiajac niezbedne definicje i fakty odnoénie struktury grup war-
koczy oraz klasyczne algorytmy czesania.

Zachecam do aktywnego czytania - wiekszo$é¢ przeksztatcen
mozna zbada¢ empirycznie, wystarcza cztery kawaltki sznurka.
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16.2 Warkocz matematyczny
Rozpatrzmy dysk i wybierzmy na nim n punktéw p1,pe,...,pn €
D.

Definicja 16.1. Warkoczem geometrycznym [ o n pasmach
nazywamy uklad

/6 = (b15b27'~-abn)
n $ciezek b; : I — I x D spelniajacych warunki:
L] bz(O) = (O,pi) Vi € {1,2, R ,TL},

e J permutacja o € S, taka, ze b;(1) = (1, py(;)), nazywamy
ja permutacja indukowang przez warkocz (3,

o bi(t)e {t} xD Vtel

Rysunek 16.1: Zanurzenie warkocza w walcu.

Nie ma potrzeby rozrézniaé¢ uktadu Sciezek od ich obrazéw
zanurzonych w walcu D x I, zatem jako warkocz mozemy trak-
towac¢ uktad:

B = (br(I), b2(I), ..., b (I)).
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Wobec tego pierwsze dwa warunki gwarantuja, ze poczatki i kon-
ce $ciezek znajduja sie na podstawach, trzeci natomiast, ze w
trakcie ,splatania” $ciezki nie opuszcza walca.

Wprowadzimy teraz w zbiorze warkoczy relacje réwnowaz-
noéci opisana przy pomocy izotopii, czyli homotopii zlozonej z
zanurzen.

Definicja 16.2. Izotopia pomiedzy warkoczami geometrycz-
nymi i+ o n wiéknach (pasmach) nazywamy uktad

F: (FlaF27"'7Fn)
n ciagtych odwzorowan F; : I x I — I x D o wlasnosciach:

o vVt €I {F,({t} xI)}iz1,2, . n jest geometrycznym warko-
czem o n pasmach,

o {Fi({0} x D}izi2,..0 = B,

o {Fi({1} xD}izi2,. 0 =1

Wobec tego dwa warkocze uznamy za rownowazne, jesli jeden
powstaje z drugiego poprzez powyginanie pasm. Korice pozosta-
ja nieruszone, wiec permutacja indukowana jest niezmiennikiem
warkoczy. Klasy abstrakcji w tej relacji nazywamy warkoczami
lub n-warkoczami.

16.3 Struktura grupy

W zbiorze warkoczy na okreélonej liczbie pasm wprowadzamy
dzialanie odpowiadajace zlozeniu warkoczy. Intuicyjnie mozna
je rozumie¢ jako przedtuzenie jednego warkocza drugim poprzez

zwigzanie pasm.

Niech B i v beda warkoczami geometrycznymi o n pasmach
z permutacjami o i 7 odpowiednio.
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Definicja 16.3. Zlozeniem (zwiazaniem) 8 i v nazywamy n-
warkocz 0 = 8 *y

§ = (dy,ds,...,dy),

gdzie

bi(2t) telo,

Permutacja indukowana przez « jest ztozenie permutacji 7 - o.

Nietrudno sprawdzié¢, ze tak okre$lone skladanie warkoczy
jest dobrze okreslone i spelnia aksjomaty grupy (istnienie ele-
mentu neutralnego i elementéw przeciwnych oraz lacznosé) — wy-
nika to wprost z definicji, poniewaz jest to tradycyjne okreslenie
mnozenia drog zaczerpniete z teorii homotopii.

Twierdzenie 16.4. Zbior warkoczy na n-pasmach wraz z dzia-
taniem skladania tworzy grupe B, . Nie jest to grupa abelowa.

Aby usystematyzowaé opis warkoczy, wprowadza sie tak zwa-
ne warkocze elementarne.

Definicja 16.5. Warkoczem elementarnym o; nazywamy
warkocz, w ktérym (i + 1)-sze pasmo przecina i-te ponad nim, a
pozostale pasma sa proste.

i+1

|

l., [

Rysunek 16.2: Warkocz elementarny

Odpowiednio ,rozluzniajac” sploty, mozemy kazdy warkocz
przedstawi¢ w postaci stow odpowiadajacych zlozeniom warko-
czy elementarnych.
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4 /
X N
/
y /
Rysunek 16.3: Przedstawienie warkocza za pomoca stéw;
na rysunku warkocz. o307 toy 030

Twierdzenie 16.6. (Artin, Magnus) Warkocze elementarne
01,02,...,0n-1

tworzg zbior generatorow grupy B,. Zupelny zbior relacji jest
dany przez:

® 0,05 = 0,05, gdzze |Z —]| >1

i:] /\, X
. o .

j*1

Co ciekawe taka reprezentacja, z pozoru wygodniejsza, na-
strecza pewnych trudnosci. Majac dwa stowa mozemy rozstrzy-
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gnaé, czy reprezentuja ten sam warkocz, niestety powyzsze twier-
dzenie jest niekonstruktywne, wiec nie wyjasnia w jaki sposob
takie stowa uzyskac.

16.4 Problem stéw - algorytmy

Problem stéw w kombinatorycznej teorii grup jest zagadnieniem
polegajacym na rozstrzygnieciu, czy dany element jest rowno-
wazny elementowi neutralnemu. W dalszej czesci przyjrzymy sie
metodom rozstrzygajacym go. Przedstawione algorytmy maja
wysoka zlozono$é¢ i w praktyce raczej ustepuja miejsca innym.

Definicja 16.7. Warkocz nazywamy czystym, gdy indukuje
trywialna permutacje. Innymi slowy warkocze czyste sa jadrem
homomorfizmu B,, — S, i t¢ podgrupe oznaczamy przez P,.

16.4.1 Grzebien Artina

W 1926 roku ukazal sie artykul autorstwa Artina , Theorie der
Zopfe”, w ktorym przedstawil algorytm ,czesania” warkoczy.
WeZmy n-warkocz czysty 8 (innych nie ma sensu rozpatrywad
- nie moga by¢ réwnowazne warkoczowi trywialnemu) i rozczesz-

my go:

Rysunek 16.4: Warkocz S.

KROK 1: Tworzymy kopie warkocza [ i usuwamy z niej
pierwsze pasmo zastepujac je prostym, otrzymany w ten
sposob warkocz nazywamy ;.
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B e

Rysunek 16.5: v;

KROK 2: Skladamy 57{1 = ay i redukujemy zgodnie ze
zbiorem relacji. Nasz wyjsciowy warkocz mozemy zapisaé
jako B = aj71, napinamy wszystkie pasma poza pierw-
szym, wowczas pierwsza cze$¢ warkocza jest ,wyczesana’.

Rysunek 16.6: a; = 7!

—
_.__\\_/_

Rysunek 16.7: Warkocz oy po naciagnieciu pasm.

KROK 3: Procedure opisana w krokach 1 i 2 powtarzamy
dla warkocza ;.

KROK 4: Po odpowiedniej liczbie powtérzen otrzymuje-
my rozklad 8 = aq...a,—1, w ktorym kazdy z segmentow
«; jest ,wyczesany”
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—\\ /“\ /[

\\/ \v/ \

Twierdzenie 16.8 (Artin). Niech Ay oznacza zbidr uczesanych
k-warkoczy, takich, Ze usuniecie ostatniego pasma utworzy war-
kocz trywialny na (k — 1) pasmach. Dla kazdego k > 0 Ay jest
wolng grupg o zbiorze generatoréow danym przez elementy

20 -1 -1 —1 :
a; = (Ok—10k—2...0i11)0; (0,101,905 1) 1<i<k—1

Twierdzenie 16.9. (Artin) Warkocz 6 = aias...an, gdzie
warkocze a; otrzymane sg w sposob zaprezentowany wczesniej
jest trywialny wtedy @ tylko wtedy, gdy kazdy «; jest trywialny.

Definicja 16.10. Postacig normalng nazywamy ,wyczesana”
forme warkocza. Dla kazdego warkocza istnieje dokladnie jeden
swyczesany” warkocz, w ktérym wszystkie «; sa zredukowane
zgodnie z relacjami.

16.4.2 Redukcja raczek

Przyjrzymy sie teraz drugiej metodzie rozstrzygania problemu
stéw zaproponowanej przez Dehornoy’a w 1997 roku. Reduk-
cja raczek polega na wskazaniu podwarkoczy okreslonego typu -
raczek, ktére stopniowo opuszczane za pomocg pewnego homo-
morfizmu rozplataja warkocz, a tym samym pozwalaja na spraw-
dzenie jego trywialnosci. Podobnie jak poprzednio rozpatrywaé
bedziemy warkocze czyste.

Definicja 16.11. Raczka nazywamy podwarkocz (podstowo)
postaci
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gdzie e = +1, a x zlozony jest tylko z generatoréw i przy

. . ]
7 <.

X

2K

Rysunek 16.8: Raczki.

Dla dowolnego 1 < i < n okreSlamy homomorfizm ¢; : B, — B,
w nastepujacy sposob:

+

ooi1»—>1

° ‘7;{11 = Uiielail

e
i 0i—1

eoj o0y jAi—1,i

DSC S5
____///___.._/ Y

Rysunek 16.9: Raczka przed i po redukcji.

Twierdzenie 16.12. (Dehornoy) Redukcja rgczek przeksztalca
stowo warkocza w stowo réwnowazne. Jesli stowo warkocza nie
zawiera rgczek, to albo jest puste, albo nie jest réwnowazine z
identycznoscig.

Twierdzenie 16.13. (Dehornoy) Algorytm redukcji rgczek za-
wsze sie konczy.
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Krotka wycieczka od 2+2
do cial wirtualnych

Tomasz Stroinski
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Wydzial Matematyki i Informatyki

Ponizszy artykul ma na celu krétkie wprowadzenie do tema-
tyki cial wirtualnych, ktore sa klasami abstrakcji pewnej rela-
cji okreslonej na przestrzeni skladajacej si¢ z par podzbioréw
wypuklych, domknietych, ograniczonych i niepustych przestrze-
ni liczb rzeczywistych. Jezeli w ponizszym artykule nie zostanie
wspomniane inaczej przestrzenn X jest przestrzenia R%. W wiek-
szoéci przypadkéw mozna przestrzen te uogoélnié¢, lecz moze to
powodowaé pewne problemy i uniemozliwi¢ intuicyjne pojmowa-
nie nowych pojeé.

Nasza wycieczke zaczynamy od 2 4 2, czyli dodawania liczb
naturalnych. Jest ono zgodnie z nazwa najbardziej naturalnym
dziataniem, ktorego uczymy sie juz na samym poczatku naszej
przygody z matematyka. Kazda z liczb naturalnych mozemy za-
mieni¢ na odpowiednio wiele obiektéw, a wynikiem dodawania
tych liczb bedzie wspdlna liczebnosé wszystkich obiektéw. Wez-
my na przyklad 3 4+ 5, mozemy to rozumieé¢ jako standardowe
zadanie ze szkoly podstawowej — ,Jas ma 3 jabtka, Malgosia
ma 5 jablek, ile jablek majg razem?” Oczywiscie, gdy najpierw
wspomnimy ile jablek ma Malgosia, a dopiero potem ile jabtek
ma Jas, to razem beda mieli tyle samo, ale adekwatnym zapisem
liczbowym tej sytuacji bedzie 5 + 3.
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Dodawanie liczb naturalnych mozemy wizualnie przedstawié
takze w inny sposéb, rzec by mozna — bardziej profesjonalnie.
WezZzmy wiec 08 liczbowa, zaznaczmy na niej zero i jeden. Na-
stepnie zaznaczajac taka sama odleglos¢ jak od zera do jedynki,
zaznaczmy od jedynki w druga strone, w ten sposéb zaznaczymy
dwdjke. Postepujac tak dalej jesteSmy w stanie wskazaé kazda
liczbe naturalna. Jezeli teraz wybrana liczbe utozsamimy z od-
cinkiem laczacym ten punkt na osi liczbowej z zerem, to moze-
my odpowiednio przedstawi¢ dodawanie liczb naturalnych, jako
przesuniecie jednego z odcinkéw tak, aby jego lewy koniec po-
krywal sie z prawym koncem drugiego. Wynikiem takiego doda-
wania bedzie prawy koniec otrzymanego w ten sposob odcinka.
Przykladowo 3 + 5 jest przesunieciem odcinka [0, 5], na koniec
odcinka [0, 3]. Otrzymamy w ten sposéb odcinek [0, 34 5], a wiec
rzeczywiscie prawy koniec jest suma tych dwoch liczb.

e Bhbibt bbbl bbbt 4 ] 7 ? H

Rysunek 17.1: 3 + 5 jako suma odcinkéw

Podobnie jak dzialanie dodawania na liczbach naturalnych,
tak samo na liczbach catkowitych dodawanie mozemy traktowac
jako przesuniecie odpowiednich odcinkéw na osi liczbowej. Tym
razem jednak nalezy zwroci¢ szczegdlna uwage na odpowiednie
potozenie tych odcinkéw wzgledem siebie, gdyz dopuszczamy te-
raz réwniez wartosci ujemne.

2 5 | jelakdatald ) L | 7 o 1

Rysunek 17.2: —1 4 5 jako suma odcinkéw

Skoro jesteSmy na wycieczce, to przydalaby si¢ jaka$ mapa.
Gdy wezmiemy takowa do reki — niech to bedzie na przyktad
mapa fizyczna Polski — wowczas zauwazymy pewna siatke na-
lozona na mape, ktéra pozwala za pomoca dwéch liczb okredlié
dokladnie, o ktérym miejscu w Polsce wspominamy. Jest to tzw.
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siatka wspolrzednych geograficznych. W podobny sposéb moze-
my méwié o parach liczb catkowitych.

Stwérzmy kartezjanski uktad wspolrzednych ustawiajac pro-
stopadle do siebie dwie osi liczbowe, tak aby przecinaly sie w ze-
rze na obu osiach. Wéwczas rysujac proste réwnolegle do osi, tak
aby przecinaly one druga z osi w wartosciach catkowitych uzy-
skamy podobna siatke jak na mapie. Przecigcia tak stworzonych
linii utozsamia¢ mozemy z parami liczb calkowitych. Zatézmy,
ze przy zapisie (a,b) wartosé¢ a odpowiada liczbie calkowitej z
poziomej osi, natomiast warto$¢ b odpowiada liczbie caltkowitej
z pionowej osi. Woéwczas para (a,b) odpowiada punktowi, ktéry
jest przecieciem wyzej wspomnianych prostych przechodzacych
przez liczby a i b.

Oczywiscie pary liczb catkowitych mozemy dodawaé, wykonujac
dzialanie po wspélrzednych, tzn. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).
Mozemy jednak traktowaé pary liczb catkowitych jako punkty na
plaszczyznie, wéwczas dodanie dwoch takich punktéw mozemy
utozsamiaé¢ z dodawaniem odpowiednich wektoréw zaczepionych
w punkcie (0,0), a koriczacych sie w punktach bedacymi sktad-
nikami sumy. Dodanie tych wektoréow przebiega analogicznie jak
w przypadku dodawania odcinkéw w poprzednich sytuacjach —
poczatek jednego z wektoréw przesuwamy na koniec drugiego.
Wéwcezas koniec tego przesuwanego odpowiada wartodci sumy.
Jako przyklad dodajmy do siebie (3,1) + (1, 1).

Rysunek 17.3: (3,1) 4+ (1,1) jako suma wektoréw
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Oczywiscie, w tym miejscu moglibyémy podazy¢ dalej, zasta-

nawiajac sie nad dodawaniem par liczb wymiernych, czy rzeczy-
wistych. Sadze, ze takie przeformulowanie powyzszych rozumo-
wan jest warte polecenia, jezeli rozwazamy samodzielne wedrdw-
ki. Jednak czymze bylaby dobra wycieczka, jezeli przeszliby$Smy
tylko po trasie, ktéra jest wszystkim doskonale znana i wielo-
krotnie przemierzona? Sprobujmy zej$¢ z tej poznanej trasy i
wyruszmy w obszary, ktére by¢ moze sa niektérym znane, ale
zapewne wiekszos¢ z os6b w pewnym momencie skrecita w inne
rejony matematyki.
Zalézmy, ze zamiast dodawaé do siebie pary liczb catkowitych
dodajemy zbiory jednoelementowe sktadajace sie z par liczb cal-
kowitych. Chcielibyémy, aby takie dzialanie w wyniku réwniez
dawalo nam zbiér jednoelementowy skladajacy si¢ z pary liczb
calkowitych, ktéra bedzie suma wczesniej wspomnianych par.
Oczywiscie suma mnogosciowa A U B nie spelnia naszych wy-
magan, bo {(a,b)} U{(c,d)} = {(a,b), (c,d)} # {(a + ¢, b+ d)},
gdy (a,) # (c.d) # (0,0).

Spoéjrzmy na drogowskaz, na nim bowiem spisana jest pewna
definicja:

Definicja 17.1. Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad R oraz
A, B C X. Wowczas dziatanie dodawania Minkowskiego definiu-
jemy wzorem

A+B={a+b:a€ Abe B}.

Sprawdzmy, czy dodawanie Minkowskiego spelnia nasze wyma-
gania wobec dzialania na zbiorach. Rozpatrzmy przyktad, kto-
ry jest przeformulowaniem rozpatrywanych juz punktéw. Niech
A ={(3,2)},B = {(1,1)}. Stosujac definicje mamy A + B =
{(3,2) + (1,1)} = {(4,3)}. Zatem otrzymalidmy oczekiwany wy-
nik. Zauwazmy, ze zaden dodatkowy element nie moze powstac,
poniewaz nie ma wiecej elementéw w zbiorach A i B. Mamy
wiec dzialanie, ktére mozemy rozpatrywaé jako uogélnienie zwy-
klego dodawania par liczb catkowitych. Rozpatrzmy, jak bedzie
zachowywac sie suma Minkowskiego, gdy skladnikami nie beda
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wylacznie zbiory jednoelementowe. Jednak zanim do tego przej-
dziemy, zauwazmy, ze mozemy traktowaé A+ B jako przesuniecie
zbioru A o wektor utozsamiany z parg liczb catkowitych (1,1) i
analogicznie jako przesuniecie zbioru B o wektor utozsamiany z
para liczb calkowitych (3,2). Mozemy zatem wyciagnaé¢ pewien
wniosek, ktéry jest pierwsza wlasnoscia przedstawionego dziata-
nia

Whiosek 17.2. JeZeli jeden z elementow sumy Minkowskiego
jest zbiorem jednoelementowym, to A+ B mozemy obliczyc prze-
suwajgce o wektor utoZsamiany z elementem zbioru jednoelemen-
towego drugi zbior, tzn.

A+ {(a,b)} jest zbiorem A przesunietym o wektor [(0,0), (a,b)]

Powracajac do wspomnianej idei — nalezaloby rozszerzy¢ je-
den ze zbioréw do przynajmniej dwéch elementéw. Niech za-
tem zbior A bedzie zbiorem skladajacym sie z dwoch elementow,
a zbiér B zbiorem jednoelementowym. Korzystajac z pierwszej
wlasnos$ci mozemy utozsamié¢ A 4+ B z przesunieciem zbioru A o
odpowiedni wektor odpowiadajacy elementowi ze zbioru B.
Jednak popatrzmy na zbiér dwuelementowy jako zbiér, ktéry
posiada dwa wektory. Zatem chcac dodaé taki zbiér powinnismy
postepowaé nastepujaco — wzia¢ drugi zbiér, najpierw przesunaé
2o o jeden z wektorow odpowiadajacy pierwszemu elementowi ze
zbioru dwuelementowego, a nastepnie o drugi wektor. Jako su-
me Minkowskiego rozpatrzy¢ sume mnogosciowa tak powstalych
zbioréw. Otrzymujemy w ten sposob prosty wniosek — jezeli zbio-
ry sa przeliczalne, to schematem postepowania jest przesuniecie
drugiego zbioru o wszystkie wektory odpowiadajace elementom z
pierwszego zbioru, a nastepnie skorzysta¢ z sumy mnogosciowej,
aby uzyskac¢ ostateczny wynik.

A+B= | A+ {b}
beB
Pozostaje wiec zastanowié sie, co stanie sie, gdy zbiory beda
nieprzeliczalne. W skrécie ponizej bedziemy méwié¢ o zbiorach
nieskonczonych, majac na mysli zbiory nieprzeliczalne.
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Zalézmy, ze zbiér A jest nieskonczony, zas B — jednoelemen-
towy. Wowcezas chcac obliczy¢ sume A + B z definicji, otrzyma-
my zbiér zlozony z nieskonczonej liczby sum. Oczywiscie licze-
nie wszystkich sum jest nieefektywne, zatem powinniémy znalezé
sposéb, aby uzyskaé¢ odpowiedni wynik w skonczonej liczbie kro-
kéw. W tym celu warto poznaé takie pojecia jak zbiér wypukty,
powloka wypukla, czy tez punkty ekstremalne. Jednak wrocimy
do tego za chwile, poniewaz problem dodawania zbioru nieskon-
czonego i jednoelementowego staje sie latwy do rozwiazania, gdy
skorzystamy z wlasnosci przesuniecia zbioru, gdy dodajemy do
niego zbiér jednoelementowy. Wowczas fakt, ze zbiér A jest nie-
skonczony nie wplywa na nasz sposéb postepowania. Zatem je-
den ze sposobéw obliczenia takiej sumy znamy. Przygotujmy sie
do poznania innego.

Definicja 17.3. Zbiér A nazywamy zbiorem wypuklym, je-
zeli spelniony jest warunek:

Vae[o,l] aA + (1 — Q)A =A

Réwnowaznie, jezeli dla dowolnych a,b € A odcinek [a,b] =
{aa+ (1 —a)b: a €[0,1]} jest zawarty w zbiorze A.

Powloka wypukla zbioru A nazywamy zbidr:

n n
conv (4) = {Zaiai D €Ry, a; €A, Zai =1, n € N}

i=1 i=1
Definicja 17.4. Niech B C A. Podzbiér ten nazywamy ekstre-
malnym, jezeli z warunku, ze dla dowolnego a,b € A i pewnego
t € (0,1) zachodzi ta + (1 — t)b € B wynika fakt, ze a,b € B.
Jezeli {z} jest podzbiorem ekstremalnym dla pewnego x € A, to
punkt z nazywamy punktem ekstremalnym zbioru A.
Zdefiniujmy zbiér

ext(A) = {a € A: a — punkt ekstremalny zbioru A }

(tzw. zbiér punktéw ekstremalnych zbioru A).
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Powr6émy teraz do naszego zagadnienia. Zbior A jest nie-
skonczony, a zbior B jest jednoelementowy. Mozemy uzy¢ pewnej
wlasnosci sumy Minkowskiego dotyczacej zbioréw wypuktych,
domknietych, ograniczonych i zwartych:

A+ B = conv(ext(A) + ext(B)). (17.1)

Aby dobrze zobrazowaé¢ wzér [I7.1] na przykladzie, niech A =
[(0,0),(0,1)], B = {(1,0)}. Wéwczas jezeli A jest odcinkiem, a
B punktem, to ext(A) jest zbiorem dwuelementowym, do ktére-
go dodajemy zbiér jednoelementowy. Otrzymana w ten sposéb
sume uwypuklamy uzyskujac sume, ktora pierwotnie chcieliSmy
obliczy¢. Spéjrzmy na rysunek

A" ol ext(A)

0 ext(A) + ext(B)
o A+B

-0

1 2 o 02 o4 05 05 T

Rysunek 17.4: Zastosowanie wzoru m
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Niech teraz zbiory A i B beda zbiorami nieskoniczonymi. Mo-
zemy uzyskaé ich sume, wykorzystujac zbiory ekstremalne, zsu-
mowac je, a nastepnie policzy¢ z nich powloke wypukla. Zasta-
néwmy sie jednak, co uzyskaliby$émy, jezeli znajdujemy sie na
plaszczyznie i gdybyémy chcieli skorzysta¢ w tym przypadku
z wlasnosci przesuwania zbioru. Niech zbiorami A i B sa pro-
stopadle odcinki o dlugosci jeden, majace jeden punkt wspdlny
— érodek uktadu wspolrzednych. Wowczas przesuwamy jeden z
odcinkow o wektory odpowiadajace kazdemu z tych wektoréow,
ktére odpowiadaja punktom z drugiego odcinka. Rysujac kolej-
ne takie przesuniecia zauwazy¢ mozemy, ze tak wilasciwie takie
dodawanie odcinkéw utozsamiane jest z przesunieciem jednego
odcinka po drugim.

Jednak w powyzszym przyktadzie ukryta jest pewna bardzo
wazna informacja, ktéra by¢ moze nie jest widoczna na pierwszy
rzut oka. (0,0) € A, B co powoduje, ze rzeczywiscie mozemy w
ten spos6b przesuwaé. Jezeli zbiory A i B sg odcinkami, ktére
nie zawieraja punktu (0,0), to ich dodawanie do siebie réwniez
jest pewnym przesuwaniem, lecz nie jednego odcinka po drugim,
poniewaz nalezy przesuwa¢ o odpowiednie wektory, ktore w tym
przypadku odsuwaja sume od skladnikéow. Jezeli jednak rozpa-
trzymy na moment zbiér A jako odcinek A z dodanym punktem
(0,0), wéwczas mozemy caly ten zbior przesuwaé (zachowujac
odpowiednie odleglosci) po zbiorze B, chwytajac za punkt (0,0)
i to wlasnie nim przesuwaé sie po zbiorze B. Wowczas slad jaki
zakresli zbiér A jest suma A + B. Nie jest to latwo sobie wy-
obrazi¢, jednak jak dowiemy sie p6zniej — nie jest to konieczne z
praktycznego punktu widzenia, lecz warto o tym pamietac.

Zanim przejdziemy do wlasnoéci sumy Minkowskiego podsu-

mujmy jakie oméwiliémy dwie najprostsze metody (poza defini-
cja) na obliczanie sumy Minkowskiego dwéch zbioréw.

e Mozemy zastosowaé wzér A+ B = conv(ext(A) + ext(B)),
co w przypadku wielokatéow sprawi, ze dodawaé bedziemy
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dwa przeliczalne zbiory punktéw, co umiemy wykonaé¢ po-
przez odpowiednie przesuwanie jednego ze zbioréw o wek-
tory odpowiadajace elementom drugiego zbioru.

e Mozemy odpowiednio ,,chwyci¢” jeden ze zbioréw w punk-
cie (0,0) (nawet, gdy nie nalezy on do zbioru) i przesunaé
go w kazdy punkt drugiego zbioru.

Druga z metod bylaby uzyteczniejsza, gdybyémy mogli ,,chwy-
ci¢” jeden ze zbioréw w dowolnym jego punkcie. Zajmiemy si¢
tym zagadnieniem, jednak wczeéniej przypomnijmy poznane juz
nieoczywiste wlasnosci sumy Minkowskiego, gdy A i B sa wypu-
kte, domkniete, ograniczone i zwarte:

o A+{a} jest zbiorem A przesunietym o wektor odpowiada-
Jacy a,

e A+ B = conv(ext(A) + ext(B)).

Zauwazy¢ powinnisSmy, ze suma Minkowskiego dla dowolnego
zbioru i zbioru jednoelementowego to nic innego jak translacja
tego zbioru o odpowiedni wektor. Jezeli wiec dodajemy zbiér jed-
noelementowy, ktory zawiera tylko element neutralny dla zwy-
ktego dodawania elementéow, wéwcezas taki zbior jest takze ele-
mentem neutralnym dla dodawania Minkowskiego. Zatem dwa
zbiory jednoelementowe, ktorych suma Minkowskiego jest ele-
mentem neutralnym moga by¢ dodawane w dowolnym momen-
cie do kazdej sumy. Zauwazmy, ze gdy oznaczymy sobie te zbiory
jako A1 1 A_1 mozemy zapisatc A+ B=A+ B+ A +A_1 =
A+A +B+ A1 = ((A+ A1) + B) + A_4, poniewaz suma
Minkowskiego jest przemienna i taczna. Oznacza to, ze jeden ze
sktadnikéw sumy mozemy dowolnie przesunaé, o ile obliczong su-
me réowniez przesuniemy, ale o wektor przeciwny. Pozwala nam
to na stwierdzenie, ze dla dodawania Minkowskiego potozenie
sktadnikéw nie jest czynnikiem, ktéry wpltywa na ksztalt sumy.
Mozemy zatem przesunaé¢ jeden ze zbioréw tak, aby zawieral
punkt (0,0), jezeli sume przesuniemy o wektor przeciwny. Roz-
wigzaliémy zatem problem ,chwytania” zbioru w punkcie (0, 0).
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Przejdzmy do kolejnej wlasnosci, a zarazem metody obliczania
sumy Minkowskiego. Rozpatrywalidmy juz, ze suma Minkowskie-
go i suma mnogoéciowa tych samych zbioréw roznia si¢ miedzy
soba. Jezeli przyjrzymy sie dokladnie ponizszemu rysunkowi[I7.5]
zauwazymy, ze istnieje pewna zaleznos¢ miedzy suma Minkow-
skiego, a suma mnogosciowa, ktéra, oile AUB,ANB,AiB sa
zbiorami wypuklymi, mozemy zapisa¢ nastepujaco:

AUB+ANB=A+B.

A B
W I é
AUB ANB
. 1 /
(a) Dwa tréjkaty tworza kwadrat, a jego przekatna jest prze-
krojem.
A B
AUB ANB
‘ / [
(b) Dwa tréjkaty tworza réwnoleglobok.

Rysunek 17.5: Zastosowanie wzoru AUB+ ANB=A+ B
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Przypomnijmy sobie jednak, jaki jest cel naszej wycieczki —
ciala wirtualne. Nalezaloby zatem wkroczy¢ na Sciezke, ktora do-
prowadzi nas do nich. Przygotujmy sie do tej wyprawy nalezycie
wyposazajac sie¢ w odpowiednie oznaczenia.

Definiujemy nastepujace rodziny zbioréw:

B(X) = {AcCX:A- wypukly, domkniety,
ograniczony, niepusty }
{A € B(X): A— zwarty }.

fa
>
I

Oczywiscie dla X = R™ zachodzi B(X) = K(X), co wynika z
twierdzenia Heinego-Borela.

Niech A C X, jezeli zbiér A = conv({z1,...,z,}) dla pewnych
Z1,...,%n € X, to zbiér A nazywamy wieloécianem wypuklym.

Definiujemy nastepujaca rodzine zbioréw
PR") ={4A € K(R"): A— wieloScian wypukly }.

Nie bez powodu na wstepie zaczynaliSmy od liczb calkowi-
tych, a p6zniej przechodziliémy do par liczb catkowitych. Teraz
bedziemy chcieli wykona¢ podobny manewr przy uzyciu zbio-
réw z B(R™). Czyli rozpatrywaé bedziemy pary zbioréw postaci
(A, B), gdzie A, B € B(R").

Majac tak przygotowane pary zbioréw ustalmy, ze
(A,B)~(C,D)= A+ D=B+C.

Jest to relacja rownowazno$ci, wobec czego otrzymujemy pewne
klasy abstrakcji. Zauwazyé mozemy pewna analogie do utamkéow,
bo przeciez § = § < a-d = b-c. Spéjrzmy na przykladzie (ry-
sunek [17.6]) jak dziata powyzsza relacja.
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(¢) Zbiory Bi C (d) Zbiér B+ C

Rysunek 17.6: Relacja réwnowaznosci (4, B) ~ (C, D).

Gdy droga stawala sie coraz ciezsza, gdy zaczynalo brakowaé
prowiantu, a i zapasy wody zaczynaly sie konczyé¢, wydawato
sie, ze wyprawa musi skoriczyé¢ sie niepowodzeniem. Lecz choé
nie bylo to oczywiste, to cel znajdowal sie tuz za rogiem. Taki
tekst moglibySmy ustysze¢ z ust barda, ktéry chcialby opisaé
nasza wycieczke, bowiem mamy juz wszystko co nam potrzebne,
aby moc ja zakonczy¢ sukcesem.

Definicja 17.5. Element [A, B].. przestrzeni wektorowej B2(R"™)/..
nazywamy cialem wirtualnym.

Element [A, B]. przestrzeni wektorowej P?(R™)/. nazywamy
wielo$cianem wirtualnym.

To juz koniec wedréwki, moge jedynie z tego miejsca polecié¢
piekne Sciezki, ktérych poczatek jest w miejscu, w ktérym stoimy.
Jednak to jest temat na zupelnie inng historie.
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Kongruencje na liczbach
harmonicznych i ich uogdlnienia

Marcin Szweda
Politechnika Slaska

Przedstawiona bedzie historia tematu (siggajaca XIX wie-
ku), wspdlczesne wyniki i kierunki badari. Naswietlony bedzie
wktad wlasny, uwzgledniajacy kongruencje na klasycznych, a na-
de wszystko uogolnionych liczbach harmonicznych. Oméwione
beda pewne aspekty zastosowan. Na zakonczenie, przypomnijmy,
ze jak udowodnil J. C. Lagarias, hipoteza Riemanna jest rowno-
wazna pewnej nieréwnosci na liczbach harmonicznych. Z kolei z
asymptotyka liczb harmonicznych zwiazana jest stala Eulera!

18.1 Liczby harmoniczne — definicje i
klasyczne wyniki

Definicja 18.1. n-ta (uogdlniona) liczbag harmoniczng rze-
du o nazywamy sume

n

W szezegdlnosei jesli o = 1, to liczbe Y % nazywamy n-tg
k=1

liczba harmoniczng i oznaczamy H,,.

Na poczatek przypomne kilka klasycznych wynikow:
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1. Leonhard Euler podal nastepujacy wzoér:

14 _ .n
Hn:/ L= e
o 1—=

ktéry wynika tatwo z tozsamodci 11__“5: =1+z+...+2" L

2. Liczba~y = lim (H, —Inn) ~ 0.5772 oznacza stala Eulera-
n—oo

Mascheroniego. Do dzisiaj nie wiemy, czy liczba ta jest wy-
mierna.

3. W 2010 roku Polak — Stefan Czekalski — przedstawil nie-
oczekiwany wzor, w ktérym liczba v jest suma szeregu o
sktadnikach wymiernych:

1 1 1
b i

N

1 > 1 0 0 1 —

l—y=- —

[ Dyl ERE z
00 0 i

1 2 3 _n_

2 3 4 n+1

4. Tozsamo$c¢:
H,=vn+1)+~

pozwala uogdlnié¢ liczby harmoniczne na indeksy zespolo-
ne, gdyz funkcja psi ¢(z) = F((f)) (zwana tez digamma,)

T
okreslona jest dla z € C\ {0,-1,-2,...}.

5. Zachodzi nastepujaca zalezno$é: Z H,=n+1)Hy41 —
k=1
(n+1),

6. Liczby harmoniczne zwiazane sa réwniez z liczbami Stir-
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lingaE pierwszego rodzaju poprzez nastepujace tozsamosci:

n! 2 3 2

{n—i—l

|
. } = 20— 3H,HP +2HY), itd.

6

Dowdd. W ksiazce Donalda Knutha [6] mozna znalezé¢ do-

wod analityczny zaleznosci: H,, = 5! ["‘H] Mozna ja jed-

nak tatwo wykazaé w sposéb kombinatoryczny:

-

:7Zk' (n+ 1)1 TRCERIECEIE

n+1—k
n+1 n!i(l 1 )
= == -+ —— | =nlH,.
2k1kn+1 kal k n+1-—k
W podobny spos6b mozna udowodnié tozsamos$é ["Z{l} =
n'(HQ H(Q)):
n+1 _y’f n+1\[k] [n+1-k]
31 34\ &k 1 2 B
n—1
1 (n+1)!
- (k=D (n—FK)H,_) =
Skzlk!(n—i—l—kz)'( ) (= k)t Ho

n—1
n! 1 1
= e ) H,4.
Skl(k+n+1—k> F

1Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju opisuja liczbe tych permutacji na n
elementach, ktére rozkladajg sie doktadnie na k roztacznych cykli. Oznacza
sie je symbolem [Z]
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Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé:

n—1

>t X g (on?)

— 1]
k=1 1<i<j<n

Indukcyjnie mozna pokazaé, ze prawdziwa jest zaleznosé:

n—1
> Mt — w2
k=1

Z powyzszych réwnoéci otrzymujemy teze:

) )

O

7. Istnieje wiele zaleznosci wiazacych liczbe 7 z liczbami har-
monicznymi, np.:

i H, :ﬁ iﬂ:§c(4):ﬂi
— n-2" 12’ —_ n3 4 72

18.2 Kongruencje na liczbach harmo-
nicznych

Ponizsza definicja stanowi rozszerzenie na liczby wymierne poje-
cia kongruencji dla liczb naturalnych.

Definicja 18.2. Niech z,y € Q oraz m € N. Powiemy, ze z
przystaje do y modulo m, jesli réznica tych liczb wyrazona jako
m

utamek nieskracalny jest postaci: pr czyli ged(gq, mp) = 1.

Powyzsza definicje mozemy zapisaé¢ symbolicznie w postaci:
=y (modm) & Ip,q € N: ged(g,mp) =11z —y| = m- L.
q

Bedziemy tez uzywali oznaczenia x =, y, ktore jest réwnowazne
zapisowi £ =y (modm).
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Przyktad 18.3. Powyzszq definicje zilustrujemy nastepujgcymi
przykladamsi:

1 1 7
S =4 S 4=
2 7 F bo 2 27
1 1 7
12727 bO 1_2—1,
1 1 8
== b -3 ==
g=sd o |33 =3

18.2.1 Twierdzenie Wolstenholme’a

Joseph Wolstenholmeﬂ w pracy: On certain properties of prime
numbers z 1862 roku, udowodnil nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 18.4. Niech P oznacza zbior liczb pierwszych. Dla
p € P, p > 5 zachodzq nastepujgoce kongruencije:
— 2 (2) —
H, 1=0 (modp”), H,”, =0 (modp).

W dalszej czesci tej pracy bedziemy korzystaé wielokrotnie z
powyzszego rezultatu. Stanowi on tez punkt wyjscia do prezen-
towanych ponizej wynikéw wlasnych.

Przykltadowo dla p = 7 mamy:

- ) 7-13-59
Ho=25=0 (mod7),  HY =2

5 =0 (mod7).

o

Pytanie 1. Czy istniejg liczby pierwsze p, dla ktérych mamy:
H, 1 =0 (modp?).
Okazuje sie, ze pierwsza liczba p € P, dla ktérej powyzsza

kongruencja jest prawdziwa jest p = 16843 i jest to 1944 liczba
pierwsza!

2 Joseph Wolstenholme (30.09.1829 — 18.11.1891) — matematyk angielski.
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Pytanie 2. Podobnie mozemy zapytaé, czy istniejq liczby pierw-
sze p, dla ktorych mamy:

;2)1 =0 (modp?).

Okazuje sie, ze pierwsza liczba p € P, ktéra spelnia powyzsza
kongruencje znéw jest p = 16 843.

18.2.2 Odkryte tozsamosci

1. Dlap € P, p > 5, mamy Z — =0 (modp),

Dowdd. Zauwazmy, ze zachodzi rownosé:

p—1 1 p—lH
> (m-1) sz z <8
=1 k=1

p—1
. . . 1 _ (2) _ 1
Istotnie, poniewaz Hy — 3 = Hj_y oraz H,”) = k¥1 i

wiec mamy:

p—2 p—1 p—1 H
2 2 2 k
D HP=Y Hi—H =-2% =%
k=1
Stad otrzymujemy: H2 1—|—H(2)1 =2 E Tk 7 twierdzenia

Wolstenholme’a wynika teza. O

p—1
2. Dlap € P, p > 3, mamy ZHk =1 (modp),
k=1
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Dowdd. Obliczamy:

p—1 k 1 p—1 p— 11 p—
ZHI«—ZZ” ; Z
k=1n=1 n=1k=n =1
P— » pflp
:Z(—1):< >—(p—1) 1
n n
n=1 n=1
O
p—1
3. Dla p € P, p > 3, mamy ZHng—2 (mod p).
k=1
Dowdd. Wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:
2
p—1 p—1 k 1 p—1 k 1 9
H? = il - i
STEDSOSENIED S oL D SIS o
k=1 k=1 \n=1 k=1n=1 k=11<n<m<k
p—1p—1 p—1 k k 2
SDIIEED I DI
n=1k=n k=1n=1m=n+1
pflp_ p—1p—1
P LYYy 2 o
= n=1k=nm=n+1
p—1
=D S e
n= 1 n=1m=n+1
_ Z = p‘1—2<p—1—n>:
=p =p =p
n=1m=n+1 n n=1 n
:},Z:l ~+2
=p2H, 1 +2(p—1)=, 2=,p-2
0
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Whiosek 18.5. Niech {py}nen bedzie ciggiem kolejnych
liczb pierwszych oraz niech S, € {0,1,...,p, — 1} bedzie

pn—1
resztq z dzielenia liczby > HE przez p, w sensie wprowa-

k=1
dzonej definicji relacji modulo dla liczb wymiernych. Wtedy
prawdziwa jest zaleznosé:

Sn = Sn—1=Pn — Pn-1, dlan € N,n > 3.

Dowody ponizszych relacji przebiegaja podobnie jak wcze-
$niejsze, lecz wymagaja wiekszej ilodci obliczen. Dlatego przed-
stawie tylko koncowe wyniki:

p—1
1. Dlap € P, p > 5, mamy ZH,% =2(p—1) (modp?),
k=1
p—1
1 d dl
2. Dlape]}D,pg?,,mamyZHgE (mod p) ap € {3,5},
— 6 (modp) dlap>T.

Oczywiscie podobnych relacji mozna zauwazy¢ znacznie wie-
cej. Oto niektére z nich (nie wszystkie potrafimy zweryfikowaé
bezposrednio, ale w tych sytuacjach zweryfikowaliémy prawdzi-
wos¢ kongruencji dla 200 poczatkowych liczb pierwszych z uzy-
ciem programu Mathematica).

p—1 2
1. Dlap € P, p > 7, mamy Zk—g =0 (modp),
k=1
H3
2. Dla p € P, p > 5, mamy Z Tk =0 (modp),
p—1 H
3. DlapeP,p>T7, mamyZ—kE (mod p),

4. Dla p € P, p > 3, mamy Z ThaD =0 (modp),
=1
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p—1 3
5 DlapeP,p>5, mamyzkikz() (mod p),

6. Dla p € P, p > 7, mamy

p—1 H, _ng2) B p—1 ngz) p—2 H,
>

18.3 Ciekawostki

18.3.1 Hipoteza Riemanna <

nieré6wnos¢ Lagariasa
Z tematyka liczb harmonicznych wiaze si¢ pewna ,elementarna”
nieré6wno$¢ odkryta w 2002 roku przez znanego amerykanskiego

matematyka Jeffrey’a Lagariasa. Do dzisiaj pozostaje ona tylko
hipoteza.

Hipoteza 3 (Nieréwno$¢ Lagariasa). Dla dowolnego n € N
zachodzi nierowno$é:

o(n) < Hy, + e InH,,

gdzie 0: Ny — N przyporzgdkowuje liczbie naturalnej n sume
jej wszystkich dodatnich dzielnikow, czyli o wyraZa sie wzorem

n) = Z d.
az1

Definicja 18.6 (Funkcja zeta Riemanna). Dla liczb zespolonych
s spelniajacych Warunek Res > 1 funkcja zeta okreslona jest

wzorem ((s Z —

nl

Funkcja ta daje sie jednoznacznie przedluzy¢ analitycznie dla
s € C\ {1}. Co mozna przedstawi¢ nastepujacymi wzorami:

:S_lanM <>k+1) . sec\{1},
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((s) = 21322n+1z (>k+1) , seC\{1}.

Analityczne przedtuzenie funkcji zeta Riemanna ma tzw. try-
wialne miejsca zerowe w punktach s = —2, -4, —6, ...

Hipoteza 4 (Hipoteza Riemanna). Wszystkie nietrywialne miej-
sca zerowe analitycznego Tozszerzem'a funkcji zeta Riemanna znaj-
dujg sie na prostej Res = , zwanej prostqg krytyczng.

Okazuje sie, ze nieréwnos¢ Lagariasa, pozornie tak prosta
i elementarna, jest réwnowazna hipotezie Riemanna. Sposrod
wielu réwnowaznych sformutowan hipotezy Riemanna, to jest o
tyle szczegolne, ze nie zawiera przejé¢ granicznych, stalych typu
v Eulera, nie jest kwantyfikowane po nieprzeliczalnym zbiorze,
oraz obie strony nieréwnos$ci sg zdefiniowane konstruktywnie.

18.3.2 Wpybrane tozsamo$ci

W trakcie badan nad kongruencjami dla liczb harmonicznych
odkryliSmy nastepujaca zalezno$¢ wiazaca wartosci funkcji zeta
dla argumentéw parzystych i nieparzystych (przypomnijmy, ze
w%],f) € Q dla kazdego k € N ):

o0

Hn k+1 n_k __
nzl(n—i—m) o +I;; n—l—:z:"C+2 v
_oc(a) - 2¢(3) +9¢(5) | 22
- 2(8) - +(—2w () +96(6) ) %+

6

- (—17;5 +2¢(3) ):c + ( 118 7¢(3) — %7?2((5) + 20((7)) x4

(o5 + 6c(a1¢(5) ) a°+

_|_

+ (_2;07# (27%¢(3) + 217w°¢(5) + 315¢(7)) + 354(9)) x4
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7 powyzszej tozsamosci wynikaja miedzy innymi ponizsze za-
leznosci:

3 Hu _ges) = c2)¢(3), 4 > % = 7¢(6) - 2(¢(3))%,

n=1 n=1
o0

4D =9((8) — 4¢(3)¢(5).
n=1

Ciekawostka. Nadal nie wiadomo, czy wszyskie liczby ((2n—1)

dla n € Ny sqg niewymierne. Na pewno wiadomo, Ze liczba ((3)

jest niewymierna (Roger Apéry) oraz ze nieskoniczenie wiele liczb

postaci ((2n — 1) dlan € N jest niewymiernych.
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Centralne konfiguracje
w zagadnieniu n cial

Sabina Szymczak
Politechnika Gdanska

Centralne konfiguracje sa pewnym podzagadnieniem proble-
mu n cial spelniajacym dodatkowe warunki. Ruch cial niebie-
skich byt od zawsze przedmiotem zainteresowania uczonych, na-
tomiast zagadnienie n cial zostalo sformutowane w XVII w., kie-
dy to okazalo sie, ze rozwiazanie majace okresli¢ ruch planety po-
dane przez Newtona nie daje prawidlowych wynikow. Spostrzeze-
nie to doprowadzilo Newtona do sformulowania prawa powszech-
nego ciazenia, jednak wyjsciowy problem pozostal nierozwiaza-
ny. Zbadanie zagadnienia centralnych konfiguracji jest istotne
jako préba zblizenia sie do poznania ogdlniejszego problemu za-
chowania ukladu n cial, a takze z punktu widzenia zastosowan.
Centralne konfiguracje maja swoj udzial m. in. w badaniu kolizji
i ekspansji ukladéw mas. Celem niniejszego artykulu jest przed-
stawienie znanych rozwigzan problemu centralnych konfiguracji
dla n = 3 oraz metod uzytych przy numerycznym wyznaczaniu
wspéliniowych konfiguracji 4 cial w programie stworzonym do
symulacji zachowan wymieniowych uktadow.

19.1 Zagadnienie n ciat
Zagadnienie to polega na okresleniu zachowania ukladu n cial o
znanych masach mq, ..., m, oraz polozeniach i predkosciach po-

czatkowych odpowiednio ¢1,...,q, 1 ¢1, ..., Jn. Przyjmujemy, ze
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uktad jest inercjalny i termodynamicznie izolowany, tzn. nie wy-
stepuje wymiana energii lub materii z otoczeniem. Korzystajac z
prawa powszechnego ciazenia oraz II zasady dynamiki Newtona
otrzymujemy nastepujace réwnania opisujace problem:

migy =Y e BT o (19.0)
i lgj —all® Mg — aill

¢; € R4, gdzie d jest wymiarem przestrzeni (w ogélnosci ¢; € R3,
w zagadnieniach planarnych ¢; € R?, wspétliniowych - ¢; € R).
Wektorem konfiguracji bedziemy nazywaé wektor ¢ = (q1, ..., qn) €
R4,

Wprowadzajac potencjal grawitacyjny:

=3 e
[

< llai — gl

okreélony poza zbiorem zderzen cial, site wypadkowa dziatajaca
na i-te cialo mozna zapisa¢ w postaci

F, = V,U. (19.2)
Tym samym réwnania ((19.1)) przyjmuja postaé
mG; = V,;U.

Poniewaz potencjal U nie jest okreslony, gdy ¢; = ¢; dla pewnych
i # j, ograniczymy q do zbioru R"®\ A, gdzie

A={q:qi=q; i#j}
jest zbiorem kolizji. Zbiér R™? \ A nazywamy przestrzenig kon-
figuracii.

Do zdefiniowania centralnych konfiguracji potrzebujemy jesz-
cze wprowadzié¢ pojecie srodka masy ukladu:

dyc=— ZszM
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gdzie M = my + ... + m,, oznacza calkowita mase ukladu.
Centralng konfiguracjg cial o danych masach mq, ..., m, nazywa-
my uklad spelniajacy réwnanie (19.1)), w ktérym wektor przy-
spieszenia kazdego z cial jest zwrécony w kierunku srodka masy
ukladu, a jego dlugoéé¢ jest proporcjonalna do odlegtoéci ciata
od srodka masy z pewna stala dodatnig wspdlna dla wszystkich
ciat.

Powyzsza definicje mozna zapisa¢ wzorem

Qz = _)\(Qi - C), ¢ = 1, ey (193)
dla pewnej A € R, jednak bardziej powszechny jest zapis

V.U = =xm;(g; — ¢), i=1,..,n. (19.4)

Poszukiwanie centralnych konfiguracji sprowadza sie wlasciwie
do poszukiwania ich klas réwnowaznosci wgledem transformacji
takich jak przesuniecia, obroty, odbicia i jednoktadnos¢. Dwie
konfiguracje uwaza sie za rownowazne, jezeli jedng mozna otrzy-
ma¢ z drugiej przy pomocy wymienionych operacji.

Inna, czesto pojawiajaca sie interpretacja warunku na central-
na konfiguracje, to przedstawienie centralnych konfiguracji jako
pewnych punktéw krytycznych. Z uwagi na niezmienniczo$¢ réw-
nan wzgledem translacji dowolna konfiguracje mozna rozpatry-
wac jako réwnowazna jej konfiguracje przesunieta tak, aby $rodek
masy znajdowal sie w poczatku uladu wspélrzednych (¢ = 0).
Wtedy moment bezwladnosci uktadu wyraza si¢ wzorem:

I=> mq. (19.5)
i=1
Poniewaz:

warunki dla ukladu z ¢ = 0 mozna przedstawié¢ jako:
A
VZU + §V1I = 0, 1= 1, N (197)

Latwo zauwazyé, ze kazdy uklad dwéch cial bedzie centralna
konfiguracja.
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19.2 Centralne konfiguracje dla 3 ciatl

Dla konfiguracji 3 cial mozna rozwazaé 2 przypadki, w zalezno-
$ci od tego, czy ciala leza na jednej prostej (konfiguracja wspol-
liniowa) czy nie (konfiguracja planarna). Historycznie pierwsze
pojawito sie rozwiazanie problemu wspélliniowych centralnych
konfiguracji 3 cial. W 1767 r. Euler wykazal, ze dla kazdego upo-
rzadkowania mas mi, mo, m3 na prostej istnieje doktadnie jedna
klasa centralnych konfiguracji. Ogdélnie, mozliwosci ustawienia 3
mas jest 3! = 6, jednak kazda z nich ma swéj symetryczny od-
powiednik, zatem istotnie réznych ustawien mamy doktadnie 3.
Rozwazymy zatem przypadek n = 3, d = 1. Przyjmujemy kolej-
nos¢ mas mq, mo, m3 zgodnie z indeksami. Bez straty ogdlnosci
mozna przyja¢ ¢ = 0, ¢go = 1, wtedy g3 = 1 4+ r, gdzie r > 0.
Wéweza §rodek masy ¢ = Z2tm3040)  Rewnania @) sg po-

mi+ma+ms
staci
mims
mims + ———— = Amjc
1M2 1+ 1) 1
_m1m2—|—m2;n3 = —)\mg(l—c)
r
mims mainsg
— — = =) 1 —c),
(E ma(l+7=0)

przy czym tylko dwa z nich sa niezalezne. Zawsze majac n réwnan
tej postaci tylko n — 1 z nich jest niezaleznych, co wynika z
faktu, Zze po zsumowaniu powyzszych réwnan stronami po lewej
stronie zawsze otrzymujemy 0. Mamy zatem 2 réwnania, gdzie
niewiadomymi sa A i r. Pozbywajac sie A dostajemy réwnanie
wielomianowe z niewiadoma 7:

(m1 + ma)r® + (3my + 2mo)rt + (3my + mo)r3
—(mg + 3m3)r? — (2mg + 3m3)r — (ma +m3) = 0. (19.8)
Ze wzgledu na posta¢ wspotczynnikéw wielomianu tatwo okre-
gli¢ ich znaki. Z pomoca przychodzi reguta znakéw Kartezjusza,

ktéra mowi, ze dla wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych,
uporzadkowanego od najwyzszej potegi, ilos¢ jego pierwiastkéw
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dodatnich jest nie wieksza niz liczba zmian znakow jego wspot-
czynnikéw i moze sie réznié od niej o liczbe parzysta. W wielo-
mianie znak zmienia si¢ tylko raz - miedzy wspdlczynni-
kami przy r3 a 2, zatem wielomian ten ma doktadnie 1 pier-
wiastek dodatni, wyjsciowy problem ma zatem dokladnie jedno
rozwigzanie. Wynik Eulera zostal uogélniony przez Moultona na
przypadek n cial w 1910 r. - dla kazdego uporzadkowania n mas
na prostej istnieje dokladnie jedno rozwiazanie problemu cen-
tralnych konfiguracji.

Ponizej znajduja sie przyktady symulacji - konfiguracje cen-
tralne Eulera dla réznych mas i predkosci poczatkowych. Czarny
punkt prezentuje polozenie srodka masy. Wyéwietlane dane do-
tyczace wspoltrzednych i predkosci s wartoSciami poczatkowymi.

Ejcc SICIEES 5] GLuI u_ﬂ‘:' =
- omn featon 2974 — e
k- 0.0ass1 =5 g = [7000 | | gas[w0
= wia[o || wee[r
79 s T o) A o
" 4 bodies wi = [oi73972 | wya = [~ozo8106 |
/ I~ Center of mass at (0,0) m-[55 m-[o
¥ Trajectories lambdal = lambda3 =
/ gt Sonzsss oonzsss
, /\  Sinple Bady 2 Body 4
y  Runge-Kutta v | |
/ \ Y O e O
{ . aoe ve=[os || wa-[oo—
/ / o w2 - [-ooe0s | | | wa- oo
\ ya | e ||
/ +/- epsilon:[ 0.0 - S |arida =
Eute cor
B,
S~ - Lontan_|
Ejcc SIC] NS 5] G ;@'D =
S haraton 1987 [ e —
8 a0e — - [ || e e
— a1 - [zee a3 [Fres
R —— I
4 noaes P e R
[ Conerotmass st 00 | m=[i 3= [25
¥ Trajectories lambdal = lambdad =
T 0014667 0014567
 Sinple Boy 2 B
N @ Runge-Kutta o o | |
/_\/ © auoparen. | qp2- [130085 | | oy~ o8
/ (¢ o P T
\ ) e e o | N
- / e[| | me-E
~ e e itz
Lagrange cont
Eutr oty
Collear
Lanbia

Drugi przypadek, czyli n = 3, d = 2, zostal rozwiazany

219



Centralne konfiguracje w zagadnieniu n cial

w 1772 r. przez Lagrange’a. Zamiast wspolrzednych gqi,qs, g3
wygodnie bedzie uzy¢ wzajemnych odleglosci miedzy ciatami.
Oznaczmy je przez rio,723,731. Takie wspolrzedne réowniez jed-
noznacznie wyznaczajg pewna klase konfiguracji. Potencjat i mo-
ment bezwladnosci beda w tych zmiennych postaci:

mimsz mims mams

U = + + :
r12 731 723
1
2 2 2
I = M(mlmﬂm + mymgars; + mamsrss)

Warunki (19.7) w wersji dla wspélrzednych 712, ra3, 731 prze-
stawiaja sie jako

ou X ol . .,
ore; + 20, =0, 4,5=1,2,3,1#7,

i sprowadzaja do

ro= M

1] )\ N
Widzimy, ze aby uklad byt centralna konfiguracja, odlegtosci
miedzy poszczegdlnymi ciatami musza by¢ sobie réwne, czyli cia-
la musza by¢ rozmieszczone w wierzchotkach tréjkata réwno-
bocznego. Ciekawym wnioskiem z ostatniego réwnania jest to,
ze taki uklad cial bedzie centralng konfiguracja niezaleznie od
doboru mas.

Ejcc = 8] =I5 6w =T
o Cooea0a Teraton 3404 st a0y 1 Sosy s
Ik - 00380z = @i [e || ea- [
— - [as || e [T
@ 3 bodies v = [00s5275 | | | vea = [00a0076 |
4 bodies wi = [oorzi7a | | | wa= [-oovesto |
- conerotmass 3109 | m=[o || me=[5
7 Trajectories lambdal = lambda3 =
g Q00s23s Sonszs
@ Simple Body2: ——— (Body4
TN T € Runge-Kuta ae-[wmz || e-[5
g /{/ we=[e ]| | we-po
/ / A\ w2 [woea ] | || w00
N2 we- ooz | | i
/ { o ) n2 = [20 mi-[00
\ / o-oplon[ 07 gy | lemieze {amboias =
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19.3 Wspodlliniowe konfiguracje central-
ne 4 ciat

Planarne konfiguracje centralne 4 cial sa ciaggle problemem otwar-
tym poza pewnymi szczegdlnymi przypadkami, jak na przyktad
konfiguracja 3 cial Lagrange’a z dodang czwarta masa umieszczo-
na w srodku masy ukladu. Dla problemu wspoétliniowych konfi-
guracji, dzieki twierdzeniu Moultona, znamy przynajmniej liczbe
rozwigzan zagadnienia, natomiast wyznaczenie wektora konfigu-
racji w tym przypadku nie jest juz tak proste jak dla n = 3. W
programie symulacyjnym wykorzystane sa transformacje uktadu
opisane w pracach E. Pina, tu przedstawione tylko pokrétce, ze
wzgledu na obszernos¢ rozumowania. Konfiguracje rozmieszczo-
na poczatkowo w wierzchotkach czworoscianu ortocentrycznego
poddajemy skalowaniu i obrotom, co ostatecznie pozwala zdefi-
niowac ja przy pomocy dwéch wspolrzednych sferycznych ¢ i 6
zamiast klasycznych wspdtrzednych kartezjanskich. W transfor-
macji wykorzystywane sa wlasnosci geometryczne czworoscianu
ortocentrycznego oraz ukladu gtéwnych osi bezwladnosci. Dzie-
ki takiemu podejsciu poszukiwanie centralnych konfiguracji da-
nych mas sprowadza sie do znalezienia dwdéch wartosci ¢ i 6,
ktore beda jednoznacznie wyznaczaly wektor konfiguracji dla te-
go przypadku. Ustalajac kolejnosé mas na prostej, mozna tatwo
ograniczy¢ zakres poszukiwan do przedzialu dlugosci /2 dla 6
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i m dla ¢, co bardzo ulatwia uzycie metod numerycznych. Al-
gorytm zastosowany w programie bada prébne wartosci katow z
przedzialu poszukiwan, poréwnujac rozbieznosci miedzy warto-
Sciami wspoélczynnikow A dla konfiguracji wyznaczonych
przez te katy. Warunkiem na centralna konfiguracje jest réw-
nos¢ tych wspéteczynnikéw dla wszystkich cial, zatem wokoét pary
(0, ), dla ktérej warto$é ta jest najblizsza zeru, budowana jest
nowa, drobniejsza siatka punktéw, ktore znowu sa poddawane
testowi na réznice lambd. W ten sposéb procedura jest powta-
rzana az do uzyskania pary (6, ¢) generujacej konfiguracje, dla
ktorej btad jest akceptowalnie maty.

Ponizej przykltady wspotliniowych centralnych konfiguracji 4
cial dla réznych mas i predkosci poczatkowych, wygenerowanych
za pPomoca powyzszego algorytmu.
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